MAT302 : Séries et intégrales généralisées Université Grenoble Alpes
2020-2021

TD n°5 : Intégrales généralisées

Organisation : les exercices sont divisés en trois catégories : * correspond aux exercices de base,
a maitriser impérativement, ** correspond aux exercices de difficulté moyenne, c’est en gros le
niveau requis pour valider 'UE, *** correspond aux exercices plus avancés.

* Définitions & connaitre par cceur
Définition de la convergence d’une intégrale généralisée.
Définition de I'absolue convergence d’une intégrale généralisée.
* Propriétés 4 connaitre par coeur

Théorémes de comparaison pour les fonctions positives.

La convergence absolue entraine la convergence.

Exercice 1. * Intégration par parties
Déterminer une primitive F' de la fonction

f:[0,4+00[ — [0,4+00]

t — et

En déduire que l'intégrale impropre f0+°° f(t) dt converge, et déterminer sa valeur.

Exercice 2. *¥* Une fraction rationnelle

1. Calculer pour X >0 :

X dx
[(Xx) :/1 2(z + 1)(z + 2)

2. Quelle est la limite lorsque X — oo de I(X)? Que peut-on donc dire de I'intégrale

: +oo dx
1mpropre fl z(z+1)(z+2) ?

Exercice 3. ¥*Changement de variable
Soit X € [0, +oo]. Calculer I(X) = fOX 4L puis déterminer la limite de I(X) lorsque X — +oc.

Exercice 4. ** Nature d’intégrales impropres
Déterminer la nature de chacune des intégrales impropres suivantes.

<1 oo o~z
1-/ " d; 5. C _ dv;
1 rte’ 0 vV 7
1 1 0o
2. / n—:id$; 6./ 1n—xe’ggdx;
o T+e® 1 x
oo 1 o
3./ n—l;dac; 7./ (r+2—Vz?2+4x+1)dx;
o r+e*® 0

4./ ‘Smx‘dx; 8./ (Va3 +1— Va2 + 1) da;
1 1



9./ e_V”"Q_xdx; 12./ e_”’jdx;

1

* VT Ung
10. / dx ;
) (ln (L’)3 13. /0 1— 2 dr .

© 9+ sinz + sin®x
11. S dx ;
1 VvVt + x?

[e.o]

Exercice 5. ** Limite et convergence de l’intégrale

1. Soit f : [0, +00[— [0, +00] une fonction continue par morceaux telle que f(¢) — ¢ quand
t — +o0, avec £ > 0 ou ¢ = 4+00. Montrer que f0+°° f(t) dt diverge.

2. Donner un exemple de fonction continue par morceaux g : [0, +oo[— [0, +oo[ telle que
g(t) ne tend pas vers 0 quand ¢t — +o0 et f;oo g(t) dt converge.

Exercice 6. **Deux équivalents

1 e—t +o00 e—t
1. Déterminer la nature des intégrales impropres / e dt et / - dt.
0 1

oo —t
e .
2. Pour tout x > 0, on pose f(x) = / - dt. Calculer sa limite en 4o0.
x
efx
3. Utiliser une intégration par parties pour montrer que f(z) ~y si0o —
4. Montrer que f(z) ~y0+ In(2).

Exercice 7. *¥* Dérivée logarithmique
Soit. f : [0, +00[—]0, +0o[ une fonction continue. Pour tout x € [0,4+oc0] on note F(x) =

/ (1) dt.

0

+o00 +oo
Montrer que les intégrales impropres f@t)dt et / % dt ont méme nature.
1 1

Exercice 8. Tiré de ’examen de rattrapage 2010
Pour tout entier n > 0 on pose

(n+1)m cos? r (n+1)m SiIl2 T
U, :/ dx, Up, :/ dr .
o 1+z o 14+«

—_

. Calculer a,, := u, + v, et vérifier que la série (> a,) diverge.

[\]

. En utilisant une intégration par parties, montrer que pour tout n > 0 on a

w

. Déduire des résultats précédents que (D> wu,) et (>, v,) sont deux séries divergentes.

W~

. Si «a est un paramétre réel, on pose

.9
fulz) = STy,

(1+ x)~ 0.

WV

Déterminer les valeurs de a pour lesquelles la fonction f,, est intégrable sur [0, +-o00].

Intégrales impropres, cas général



Exercice 9. ***f:oo w dt n’est pas absolument convergente

Pour tout n > 1, on pose :
(n4+1D)m | o2 ¢
e [

™

1. Déterminer un réel a > 0 tel que pour tout n € N, pour tout = € [n7 + §,n7 + %’r],
| sin(z)| > a.

2. En déduire un réel b > 0 tel que u,, > L pour tout n > 1.

f—i-OO |sm

3. En déduire que l'intégrale It est divergente.

Exercice 10. ** Nature d’intégrales impropres
Déterminer la nature de chacune des intégrales impropres suivantes.

* cosx 1 1
1. ——dx; in(=)dt:
/2 n(z) T 3. /0 sm(t)dt,
00 3 - 1 2
2. / wdw; 4. / COS(I) dx .
1 In(z) 0 z

Exercice 11. ***eroo f(t*) dt pour une fonction périodique de moyenne nulle

Soit f une fonction continue sur R, périodique, de période 1, et telle que fo ) dt = 0. On
rappelle qu’une fonction continue sur un intervalle compact est bornée sur cet mtervalle.

1. Montrer que la fonction f est bornée sur R, et en déduire que la fonction F' définie par
= [y f(t) dt est bornée sur R.

2. Montrer que f+oo )

L dt converge pour tout « €]0, 1[.
3. En déduire que fo f(t*) dt converge pour tout « > 1.

4. Montrer que [" sin(v/?) dt est divergente.

Exercice 12. ** Avec paramétre

. T dy
1. Etudier suivant les valeurs de « et 3 la convergence de I'intégrale / RS
0 T+
T dr
2. Méme question avec / _.
2 *(Inz)?

Exercice 13. ** Astuce

Feo dx
1. Montrer que pour tout A € R, I'intégrale
anep & /0 1+ 22)(1+ 2"

2. En faisant le changement de variable, t = %, calculer I'intégrale précédente.

converge.

Exercice 14. *¥* Exercice seconde session 2017

tan? ¢
1+tan?t"

1. Montrer que pout ¢ € [0; 2], sin®¢ =
Soit a > —1.

Montrer en faisant le changement de variable z = tant que fog dt _—_— _I

1+asin?t ~ 2y/1+a’

2. Montrer que fO 1+asm t 2f0 1+asm t’
3. Soit u, = [ ——2 - 0@l « est un réel strictement positif
’ n 0 1+(nm)>sin®t ’
Montrer que la série de terme général u,, converge si et seulement si o > 2.

4. Soit v, = [T

5. Quelle est la nature de 'intégrale fo

m Etudier la convergence de la série de terme général v,.

dt
1+t sin?t



Exercice 15. ** Exercice seconde session 2017

Soit pour n entier, I, =
1.
2.

+oo dx
0 (14z2)nt1-

Pour tout n, montrer la convergence de 'intégrale I,,.

N . , —+00 . . , . -
Apres avoir montré que I, — [, = 0 zmdas et fait une intégration par parties,
montrer que [, = %In.

Pour n > 1 on pose u,, = y/nl,. Montrer que In(u,11) —In(u,) = In(1+ &) — 2 In(1+4 ).
En utilisant un développement limité de In(1 + z) en 0 & 'ordre 2, montrer que la série de
terme général In(u,41) — In(u,) converge.

En déduire qu’il existe une constante C' > 0 telle que [,, ~ \%

Exercice 16. ** Intégrales de Wallis

Les intégrales de Wallis sont données par I,, = [ (sin6)"df.

1

2
3
4

Montrer que Iy = 7 et I; = 2, et que la suite ([,,) est décroissante.

Montrer la relation de récurrence I, = nL—i-l]n_l pour tout n > 1.
! A7 ()2
Montrer que pour tout n € N, I, = W%, Ioni1 = 2%.

Montrer que Io, ~ Ippi1 ~ Ionio, et en déduire que I3, ~ Iy lonqq ~ I.

Exercice 17. ***Un calcul d’intégrale

On s’intéresse a 'intégrale /

1.

2.

3.

—+o0 (_1)[15]

dt on [t] est la partie entiére de ¢.
1

n o 1\[t]
Pour n € N, écrire / % dt comme la somme partielle d'une série. En déduire que
1

" (1)
/ — dt admet une limite notée I.
1

o0 (1)l (—1)

Pour montrer que l'intégrale / dt converge, il faut montrer que / dt
1 1

admet une limite quand = tend vers 4+o0o. L’étude en une suite particuliére ne suffit pas

(ex : [)' cos(am) du).
v (1) (=] (1) z (_1\
Montrer que/ (=1) dt:/ udt—i—/ udt.
1 1 t [ t

t .
-1

Montrer que |f[i] ()Y

— dt| <In .
+o0 (_1)[t]

400 (_1)[15}
En déduire que / dt converge et que / dt = 1.

t
1 1
Donner la valeur de I en utilisant les intégrales de Wallis.



