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I

Soit ζ une racine primitive 9-ième de l’unité dans F7. Identifier le corps F7(ζ).
Quel est le groupe de Galois de l’extension F7(ζ)/F7?

II

Soient K un corps et P = X3 + pX + q polynôme irréductible séparable de
K[X]. Soient θ1, θ2, θ3 les racines de P dans K, et θ = θ1, L = K(θ).

1. Calculer NL/K(P ′(θ)).

2. En donnant une autre expression de cette norme, montrer queNL/K(P ′(θ)) =
−∆, où ∆ =

∏
i<k(θk − θi)2.

III

Soit P = (X2 − 5)(X3 − 2) et L le corps de décomposition de P sur Q.

1. Soit L1 le corps de décomposition de X3 − 2 sur Q. Déterminer [L1 : Q] et
la classe d’isomorphisme du groupe de Galois de L1/Q.

2. Déterminer [L : Q] et la classe d’isomorphisme du groupe de Galois G de P
sur Q.

3. Soit K un sous-corps de L. A-t-on forcément K/Q galoisienne? A-t-on
forcément L/K galoisienne?

4. Donner en justifiant un sous-corps K de L tel que le groupe Gal
(
L/Q( 3

√
2)
)

soit isomorphe par restriction au groupe Gal(K/Q).

5. Donner explicitement un élément σ d’ordre 6 dans G.
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IV

On pose α = 1+
√
5

2 et β =
√
α.

1. Déterminer le polynôme minimal Q de α sur Q.

2. On pose P = Q(X2). Montrer que sa réduction P modulo 3 est un polynôme
irréductible de F3[X].

3. Qu’en déduisez-vous sur P et sur son groupe de Galois G sur Q?

On note L le corps de décomposition de P sur Q. On note α′ = 1−
√
5

2 et

β′ = i
√
|α′|.

4. Décrire L et déterminer le degré [L : Q] (on pourra calculer ββ′).

5. Quel est l’ordre de G = Gal(L/Q)?

6. Trouver un élément σ d’ordre 4 dans G, puis un élément τ d’ordre 2, tel que
στ = τσ−1.
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