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I

Soit L/K une extension galoisienne de degré n, de groupe de Galois cyclique
engendré par σ.

1.a) Montrer que Ker TrL/K est un hyperplan du K-espace vectoriel L.

b) Montrer que Im (idL − σ) ⊂ Ker TrL/K .

c) Montrer que dimK Ker(idL − σ) = 1.

d) Conclure que Ker TrL/K = Im (idL − σ).

2. On suppose que n = p premier et que p est la caractéristique de K.

a) Montrer qu’il existe u ∈ L tel que σ(u)− u = 1.

b) Montrer que K(u) = L.

c) On pose a = up − u. Calculer σ(a) et montrer que a ∈ K.

d) On pose P = Xp−X − a. Montrer que P est irréductible dans K[X] et que
L est son corps de rupture sur K.

II

Soit L = Q( 3
√

2, 4
√

5, j), où on note j = e2iπ/3.

1. Déterminer tous les plongements de L sur Q.

2. L’extension Q( 4
√

5)/Q est-elle normale?

On admettra dans la suite [question bonus ] que i 6∈ L.

3. Déterminer les éléments du groupe de Galois G de L sur Q.

4. Déterminer le groupe Gal
(
L/Q( 4

√
5)
)

et sa structure.

5. Le groupe G contient-il un élément d’ordre 6?

6. Déterminer la structure du groupe G.

T.S.V.P.



III

1. Soit P ∈ Z[X] un polynôme unitaire, et soit α ∈ C une racine de P . On
suppose que Q(α)/Q est galoisienne, et qu’il existe un nombre premier p
tel que la réduction de P modulo p soit irréductible.
Démontrer que GalQ(P ) est cyclique.

2. Soient a, b ∈ Q×. On suppose que a, b, ab /∈ Q×2. Soit L = Q(
√
a,
√
b).

a) Montrer que L/Q est galoisienne de degré 4, et que Gal(L/Q) '
Z/2Z× Z/2Z.

b) Montrer que Q(
√
a+
√
b) = Q(

√
a,
√
b).

c) En déduire que X4− 2(a+ b)X2 + (a− b)2 ∈ Q[X] est irréductible.

d) On suppose que 2(a + b), a − b ∈ Z. Utiliser la question 1. pour
prouver que pour tout p premier, X4 − 2(a + b)X2 + (a − b)2 n’est
pas irréductible modulo p.
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