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Résumé

Le chaos quantique est l'étude de l'évolution d'une onde piégée dans une cavité chaotique.
Son comportement est complexe à cause de phénomènes de dispersion et d'interférences créés
par l'instabilité des trajectoires. Dans ce cours nous donnons une introduction au chaos quan-
tique à travers des exemples physiques et des modèles mathématiques simples. Nous présentons
les temps caractéristiques et les phénomènes associés, comme le temps d'Ehrenfest à partir
duquel les phénomènes d'interférences complexes se produisent ; la théorie des orbites pério-
diques concernant la densité d'états et l'évolution en temps courts ; le théorème d'ergodicité
quantique de Schnirelmann concernant l'équidistribution des ondes stationnaires ; la théorie
des matrices aléatoires, qui est une approche statistique heuristique, et qui concerne les temps
longs. On mentionnera quelques problèmes ouverts, du côté physique et mathématique.
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� Preuves des exercices
� Uni�er les notations entre ψN , ψh, ψ~.

1 Introduction

1.1 Commentaire sur le terme �chaos quantique�

D'après le dictionnaire, le terme �chaos� signi�e �confusion�, �désordre�, �imprévisibilité�. C'est
aussi le sens que l'on prendra. Le terme �quantique� provient de la mécanique quantique, une
théorie physique qui décrit les �particules élémentaires� comme des ondes (aussi appelées �ondes
de matière�). Historiquement, le terme �chaos quantique� a été introduit par des physiciens
nucléaires ou atomiques qui étudiaient l'évolution complexe de ces ondes quantiques. L'étude du
�chaos quantique� concerne maintenant des ondes de toute nature, pas seulement quantiques,
comme les ondes acoustiques ou les ondes électromagnétiques,... ainsi, on peut remplacer le terme
habituel de �chaos quantique� par �chaos ondulatoire� , dont on va préciser son sens ci-dessous.

1.2 Objectifs de l'étude du chaos quantique

Le but est de comprendre l'évolution d'une onde piégée dans une cavité. Intuitivement,
si à l'instant initial, il y a un paquet d'onde dans une cavité, cette onde se déplace, rebondit sur les
parois, et petit à petit se disperse. Après un certain temps, on supposant les e�ets d'amortissements
très faibles, l'onde remplit la cavité entière, et interfère avec elle même. Son aspect peut être alors
compliqué et di�cile à prévoir ou à expliquer. L'objectif est justement de décrire cette évolution
et ces interférences.

Pour des formes particulières de la cavité, comme un cercle ou un rectangle (à 2D), l'évolution
de l'onde est assez simple, et bien comprise. Pour des formes plus générales, le comportement est
plus compliqué et mal compris encore. Cette complèxité est du à l'existence de trajectoires
chaotiques dans la cavité.

La limite semi-classique : Bien que cela n'ait pas un sens très précis pour le moment, appelons
l l'ordre de grandeur des longueurs d'ondes étudiées, et L la taille typique de la cavité. On introduit
un paramètre sans dimension :

~ def
=

l

L
(1.1)

(appelée constante de Planck de façon abusive comme en mécanique quantique). On supposera
dans nos étude que l � L, autrement dit ~� 1. La limite ~→ 0 est précisément appelée limite
semi-classique ou limite des petites longeurs d'ondes, et les résultats mathématiques sur le
chaos quantiques portent sur cette limite.
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Figure 1.1: Onde piégée dans une cavité

Figure 1.2: Onde acoustique stationnaire dans un �billard de Sinai� en Aluminium (C. Ellegaard
et al.). L ∼ 10cm, l ∼ 3mm, ~ = l/L ∼ 0.03. Les lignes sont les lieux ou l'amplitude de l'onde est
nulle (noeuds).

Exemples : En physique, ces études peuvent concerner :
� Une onde sismique piégée dans une vallée sédimentaire de montagne, entourée de massifs
montagneux. L ∼ 10km, l ∼ 100m, ~ ∼ 0.01.

� Une onde de vibration (ultra-son) d'un cristal. L ' 10cm, l ' 3mm, ~ ' 0.03.
� Une onde quantique d'un électron piégé dans un atome (par les forces électrostatiques), ou
l'onde d'un atome dans une molécule. L ' 10−10m, l ' 10−11m, ~ ' 0.1.

� Une onde de surface dans un bassin d'eau.
� Une onde électromagnétique dans un guide d'onde. l ' 1µm (lumière) ou l ' 1cm (micro-
ondes)

� etc...
En mathématiques, le problème est aussi intéressant par lui même, et l'objet de prédilection est
l'équation d'onde sur les surfaces à courbure constante et négative, comme la surface modulaire.
Ces études ont alors des connections importantes avec les questions sur la répartition des nombres
premiers (Comme la fameuse conjecture de Riemann) [47].

Références générales :
� Chaos quantique sur Wikipedia.
� En physique : [36] [21][33].
� En mathématiques : des Revues récentes sur les aspects mathématiques du chaos quan-
tique sont proposées par Stephan DeBièvre [19],[20] ou par Steve Zelditch [56][57]. Quelques
preuves de résultats présentés ici se trouvent dans le manuscrit [27]
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1.3 Un modèle simple de cavité : le billard à deux dimensions

1.3.1 L'équation d'onde et l'équation de Schrödinger

Comme nous le verrons de nombreuses questions sont ouvertes en chaos quantique. Il est donc
intéressant d'étudier les modèles les plus simples possibles.

Un modèle simple est un billard à deux dimensions : une onde ψ (x, y, t) ∈ C, dans un do-
maine Ω ⊂ R2 (coordonnées x, y), qui évolue d'après l'équation d'onde (qui gouverne les ondes
acoustiques ou électromagnétiques)

∂2ψ

∂t2
− c2∆ψ = 0

où ∆ψ = ∂2
xψ + ∂2

yψ, et c est la vitesse de l'onde. On impose la condition ψ = 0 sur la frontière
∂Ω du domaine. L'espace fonctionnel est L2 (Ω). voir �gure 1.1.

On peut aussi étudier l'équation de Schrödinger (pour les ondes quantiques)

i~
∂ψ

∂t
= −~2

2
∆ψ

ou plus généralement une équation linéaire aux dérivées partielles (EDP) comme

i~
∂ψ

∂t
= Ĥψ, Ĥ = −~2

2
∆ + V (x, y) : opérateur di�erentiel (1.2)

(On explique en Eq.(1.6) pourquoi ~ qui apparait dans ces équations est relié à la longeur
d'onde, comme on le souhaite).

Remarque : plus générallement qu'un opérateur di�érentiel, on peut considérer un opérateur
pseudo-di�érentiel [53].

1.3.2 Onde stationnaire et spectre

Comme l'équation (1.2) qui modélise le problème d'évolution est linéaire en ψ, on considère le
spectre de l'opérateur Ĥ. On peut montrer dans le modèle du billard, que ce spectre est discret,
i.e. il existe un ensemble de valeurs propres Ej ∈ R, et fonctions propres associées ψj (x, y),
j = 1, 2, . . . :

Ĥψj = Ejψj . (1.3)

L'évolution de ces fonctions est très simple :

ψ̃j (x, y, t) = ψj (x, y) e−iEjt/~ (1.4)

(c'est en e�et une solution de Eq.(1.2)). Le module
∣∣∣ψ̃j (x, y, t)

∣∣∣ est constant au cours du temps,

et seule la phase oscille. On dit que c'est une onde stationnaire.
La �gure 1.3 montre quelques ondes stationnaires dans un billard.

Remarquer que sur le plan R2, et avec Ĥ = −~2

2 ∆ (onde libre), la fonction

ψ (x, y) = ei(ξxx+ξyy)/~ (1.5)

, appelée onde plane, est solution de Ĥψ = Eψ, avec E = |ξ|2
2 , avec ξ = (ξx, ξy). La longueur

d'onde est
l = 2π~/ |ξ| (1.6)

Mais attention, une telle onde plane n'est pas une solution stationnaire dans le domaine Ω car elle
ne satisfait pas les conditions ψ = 0 au bord.
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Figure 1.3: Quelques ondes stationnaires dans un billard chaotique. Une question est de comprendre
les structures appelées �scars� où l'onde est intense, et qui se confondent parfois avec des orbites
périodiques classiques. (Voir Section 4.3 et Section 7.1)

Remarque : Les fonctions propres ψj , j = 1, 2, . . ., forment une base de l'espace L2 (Ω), ce qui
signi�e que toute fonction ψ (x, y) peut se décomposer comme :

ψ =
∑
j

cjψj

et la linéarité de Eq.(1.2), et Eq.(1.4), donnent la solution au problème d'évolution soulevé dans
la section 1.2 :

ψ (t) =
∑
j

cjψje
−itEj/~. (1.7)

Mais cela suppose que l'on connaisse le spectre ψj , Ej . En fait, mis à part des cavités spéciales (où
les trajectoires classiques ne sont pas chaotiques, mais intégrables) comme l'ellipse, le cercle, le
rectangle, cette approche n'est pas très utile. Au contraire, nous verrons que le peu d'information
que l'on a sur le spectre, vient d'une compréhension du problème d'évolution de ψ (t) pour les
temps �courts�.

En chaos quantique, les valeurs propres Ej et les ondes stationnaires ψj sont des
objets aux propriétés qui restent encore mystérieuses.

On mentionnera une propriété d'équidistribution pour presque toutes les ondes stationnaires,
Theorème 12, mais on montrera un contre exemple, Section 7.1. La conjecture des Matrices Aléa-
toires, Section 6, montre qu'une approche statistique serait appropriée.

1.4 Deux phénomènes fondamentaux

L'intérêt du chaos quantique vient de la combinaison de deux phénomènes importants, et que
l'on explique en détail dans la suite de ce cours : la correspondance semi-classique et le chaos
déterministe.

1.4.1 La correspondance semi-classique

Des ondes particulières, appelées paquet d'onde (ou ondelettes ou état cohérent) jouent
un rôle particulier. Un paquet d'onde ψX0,ξ0 est localisé autour de sa position X0 ∈ Ω ⊂ R2,
et possède une structure interne d'onde plane (comme Eq.(1.5)), paramétrée par une impulsion
ξ0 ∈ R2 (plus précisément ξ0 ∈ T ∗X0

Ω). Voici une expression possible :

ψx0,ξ0 (X) = e
− |X−X0|

2

(∆x)2 eiξ0.X/~

où ici X ∈ R2, et ∆x est la largeur du paquet d'onde.
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ξ(0)

x(t)
x(0)

tξ( )

Figure 1.4: Evolution d'un paquet d'onde (aux temps �nis versus ~� 1).

Remarquons dans cette expression que x et ξ/~ sont des variables conjuguées de Fourier, et

que le principe d'incertitude (propre à la transformée de Fourier) donne ∆x
(

∆ξ
~

)
≥ 1, soit

∆x∆ξ ≥ ~ (1.8)

le choix ∆x '
√
~ et ∆ξ '

√
~ est possible 1, et si ~ � 1 alors le paquet d'onde peut être très

localisé en x et en ξ.
� Un résultat fondamental est que en évoluant d'après Eq.(1.2), et dans la limite des petites
longeurs d'ondes, un paquet d'onde reste sous la forme d'un paquet d'onde localisé,
avec une position x (t) et une impulsion ξ (t) qui satisfont aux �équations du mouvement de
Hamilton classiques� :

dx (t)

dt
=

∂H (x, ξ)

∂ξ
(1.9)

dξ (t)

dt
= −∂H (x, ξ)

∂x

avec H (x, ξ) = 1
2ξ

2 + V (x). Cela donne

ξ =
dx (t)

dt
= v (t) (1.10)

qui est la vitesse du paquet d'onde. Voir �gure 1.4.

� Un autre résultat fondamental, est que de tels paquets d'ondes forment une base complète de
l'espace de Hilbert des fonctions L2 (Ω), i.e. toute onde ψ peut se décomposer comme
superposition de tels paquets d'ondes. Donc, d'après la linéarité de l'équation d'évo-
lution Eq.(1.2), l'évolution de ψ peut se comprendre, comme la superposition de l'évolution
des paquets d'ondes qui la composent.

En conclusion, au problème d'évolution d'ondes, on associe une loi d'évolution déterministe d'une
particule Eq.(1.9). C'est à la base des correspondances semi-classique entre ondes et particules,
ou entre la mécanique quantique, et la mécanique classique. Cette correspondance est loin d'être
simple. On donne des résultats précis dans la suite.

1.4.2 Chaos déterministe

Des lois déterministes comme Eq.(1.9) peuvent cependant donner lieu à des trajectoires com-
pliquées, aux allures imprévisibles et aléatoires. Cela s'appelle le chaos déterministe, et est dû
à une instabilité hyperbolique des trajectoires du système.

On précise cela en introduisant le coe�cient de Lyapounov λ qui est le taux caractéristique
de la divergence de la distance entre deux trajectoires (tant que ∆x (t)� L) :

∆x (t) ' ∆x (0) eλt, τ =
1

λ
: temps caractéristique d'ampli�cation (1.11)

1. Rappelons que ici ~ est sans dimension, voir Eq.(1.1).
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x(t)=   x(0) e∆ ∆ λ    t

Billard régulier Billard chaotique

Ecart

On expliquera plus en détail le mécanisme de base du chaos déterministe sur un modèle simple
dans la section 2.1.

1.5 Temps caractéristique en chaos quantique

D'après les deux phénomènes �semi-classique� et �chaos-déterminsite� expliqués ci-dessus, on
devine que le comportement d'une onde puisse être complexe dans une cavité chaotique.

Supposons qu'un paquet d'onde évolue dans une cavité chaotique (i.e., où les trajectoires ont
une instabilité hyperbolique). Même s'il est très localisé au départ, sa taille croit exponentiellement
vite avec le temps, d'après Eq.(1.11), et atteind rapidement la taille L de la cavité. Après cela, le
paquet d'onde remplit la cavité et interfère avec lui même.

La taille minimale 2 d'un paquet d'onde étant la longueur d'onde l, on estime ainsi un temps
caratéristique tE , appelé temps d'Ehrenfest, dé�ni par :

L = leλtE ⇔ tE =
1

λ
log

(
L

l

)
=

1

λ
log (~) : temps d'Ehrenfest

Billard régulier Billard chaotique

Après le temps d'Ehrenfest, les interférences dominent le comportement de l'onde, et ce qui
peut se passer est encore peu connu.

La �gure 1.5 illustre les échelles de temps caractéristiques, et les échelles correspondantes en
énergie E, d'après Eq.(1.7) qui montre que t et (E/~) sont des variables de Fourier conjuguées.

1.6 Remarque sur la dispersion du paquet d'onde

Dans le cas des ondes quantiques, ~ = 6.6 10−34J.s est microscopique dans les unités standard.
D'après (1.8) et (1.10), le principe d'incertitude s'écrit aussi

∆x∆v ≥ ~
m

où v est la vitesse du paquet d'onde. Ce principe d'incertitude force le paquet d'onde à se disper-
ser. 3

2. On verra en e�et que le principe d'incertitude impose ∆x∆ξ ≥ ~ = l
L
.

3. En e�et, si ∆x �petit� alors ∆v est �grand� (i.e. le paquet se décompose en paquets de vitesses di�érentes qui
se disperseront), et inversement ∆v �petit� implique ∆x �grand�, c'est à dire un paquet de grande taille. Dans tous
les cas, l'onde ne peut pas rester localisée au cours du temps.
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Semi−classique Interférences complexes

0
E

H

∆ t

 t  ~ log(1/h) t  ~ 1/h~cste
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Résolution des
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∆

Théorie des Matrices aléatoires

Théorie des orbites périodiques
(formule des Traces)

  = h/   t h/t∆Ε
~h  h2

Figure 1.5: Temps caractéristiques en chaos quantique

� Pour un électron (libre) m = 9 10−31kg, on obtient (~/m) = 10 cm2/s qui est une quantité
macroscopique. Donc les e�ets quantique ondulatoires peuvent être de taille macroscopique
pour l'électron, après quelques secondes. (si pas de décohérence).

� Pour la Lune (libre) m = 7.1022kg donc (~/m) = 10−56m2/s, qui est extrèmement petit.
Les e�ets ondulatoires ne peuvent pas atteindre une taille macroscopique en des temps
raisonnables.

Cette première analyse valable pour des objets libres (i.e. sans force extérieure, H (x, ξ) = 1
2mξ

2)
laisse penser que la mécanique quantique n'a aucune in�uence sur les objets macroscopiques. Ce
n'est pas le cas si la dynamique est chaotique :

Considérons une boule de Loto, dont le mouvement est supposé chaotique, avec une instabilité
hyperbolique des trajectoires de la forme : mais ∆x (t) ' ∆x (0) 10t/τ avec τ ' 1s. Le principe
d'incertitude donne :

∆x (0) ∆v (0) ≥ ~/masse ∼ 10−36m2/s

Alors un paquet d'onde est le plus localisé si ∆x (0) ' 10−18m et ∆v (0) ' 10−18m/s.
Mais alors ∆x (t) ' 1m après seulement le temps t ' 18 s qui est très court, appelé le temps

d'Erhenfest. (En réalité la décohérence intervient bien avant).
Comme la mécanique quantique est de nature probabiliste (lors d'une mesure), cela montre

que lorsqu'une dynamique est chaotique, le hasard intrinsèque à la mécanique quantique peut
rapidement in�uencer le monde macroscopique.

Attention :
C'est une �ction que d'appliquer comme on vient de le faire une description ondulatoire (quan-

tique) à des objets macroscopiques (i.e. avec beaucoup de degrés de liberté internes). Aucune ex-
périence ne le valide (la décohérence rend cette observation di�cile/impossible ?)

1.7 Section de Poincaré

Considérons un billard dont la forme précise est donnée en coordonnées polaires par

rayon r (θ) = 1 + a cos (4πθ) , 0 ≤ a < 1 : paramètre de déformation

Une particule évolue en ligne droite à vitesse constante, et se ré�échie de façon parfaite sur
le bord. Voir �gure 1.6. La dynamique de cette particule est donc déterministe, et l'état d'une
particule est caractérisé par (position (x, y) , vitesse (vx, vy)). Il su�t en fait de trois paramètres

(x, y, α), où α est la direction de ~v, car la norme de la vitesse v =
√
v2
x + v2

y est �xée. Voir �gure

1.6. [52][51] sont de bonnes références sur la dynamique dans les billards.
Pour simpli�er la description, on considère seulement à chaque rebond, la suite des états :

(q = position curviligne , p = sin (i))

La connaissance de (q, p = sin (i)) caractérise la trajectoire et donc la suite des rebonds suivants :
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Figure 1.6: Un billard.
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Figure 1.7: Section de Poincaré

Suite (q1, p1),(q2, p2),(q3, p3),. . .

L'application :
M : (qj , pj)→ (qj+1, pj+1) (1.12)

s'appelle l'application de Poincaré ou Section de Poincaré, voir �gure 1.7. C'est une dyna-
mique discrète déterministe, de dimension 2.

Exercice : sur l'application de Poincaré : Montrer que l'application de Poincaré M :
(qj , pj)→ (qj+1, pj+1) conserve l'élément d'aire dqdp. ([51] p.4).

Solution : notons D (qj , qj+1) la distance entre les rebonds. On véri�e sur un schéma que ∂D
∂qj+1

=

− sin (ij+1) = −pj+1,
∂D
∂qj

= pj. Donc la di�érentielle est dD = ∂D
∂qj

dqj +
∂D
∂qj+1

dqj+1 = pjdqj − pj+1dqj+1.

Et 0 = ddD = dpj ∧ dqj − dpj+1 ∧ dqj+1, soit dpj+1 ∧ dqj+1 = dpj ∧ dqj.

Exercice : Etude de l'instabilité d'une trajectoire : On peut étudier l'instabilité d'une
trajectoire particulière, qui est la trajectoire périodique horizontale, voir �gure 1.8. Calculer l'ap-
plication linéarisée de l'application de Poincaré M le long de la trajectoire périodique instable
horizontale, après deux rebonds.

Aide : calculer la di�érentielle de l'application (q0, p0) → (q1, p1) = M (q0, p0) au point q0 = 0, p0 =
sin (i0) = 0. Montrer que la matrice obtenue est de la forme :

DM0 =

(
coshλ 1

c
sinhλ

c sinhλ coshλ

)
(1.13)

avec c > 0, λ > 0 que l'on reliera à la géometrie de la cavité (demi-grand axe a et rayon de courbure R).
On a det (DM0) = 1, et Trace (DM0) = 2 coshλ > 2. C'est une matrice hyperbolique, dont les valeurs
propres sont eλ, e−λ.
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p=sin(i)
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1

2

Figure 1.8: Section de Poincaré de la trajectoire horizontale instable au voisinage de q ' 0,
p = sin i ' 0.

Figure 1.9: Trajectoire dans un billard régulier (proche d'une ellipse) ou chaotique.

Noter que l'espace de la section de Poincaré (q, p) est compact, et donc l'étirement exponentiel
observé dans l'approximation linéaire ne continue pas à l'in�ni. Nous verrons en section 2.1 qu'il
y a étirement et repliement de la dynamique sur la section de Poincaré, et cela permet d'expliquer
le chaos, observé sur la �gure 1.9, avec une trajectoire.

Si on lance un paquet concentré de plusieurs billes, dans un billard chaotique, très rapidement
les billes se dispersent et remplissent uniformément la cavité. C'est une autre manifestation du
chaos. Pour des simulations numériques et plus de commentaires, Voir la page web [26].

Voir illustrations à l'ordinateur :
� Billes dans le billard.
� Billard et section de Poincaré
� Montrer le pendule chaotique.
� Onde sismique à Grenoble.
� Photos d'ondes électromagnétiques ou ultra sonores dans cavités
� Montrer les �ondes de Heller� dans le stade.
� Phénomène de Revival ou pas dans le cat map, avec le temps d'Ehrensfest.

2 Un modèle simple de chaos déterministe : une application
hyperbolique sur le tore T2

Le modèle présenté dans ce paragraphe et étudié dans la suite de ce cours est peut-être le modèle
de dynamique hyperbolique (i.e. fortement chaotique) le plus simple que l'on puisse imaginer. Sa
version quantique est aussi simple à exprimer. C'est par conséquent un modèle privilégié pour
l'étude du chaos classique ou quantique. C'est un modèle un peu arti�ciel d'un point de vue
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Tore

5
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32

(a)

0 0.5−0.5

0

0.5

−0.5

q

p

(b)

Figure 2.1: (a) Evolution par l'application (2.1) du point 1 : (−0.3, 0.6) sur le plan et sur le tore.
(b) Les directions stables et instables e± de l'application M ont une pente irrationnelle sur R2.
Par conséquent elles remplissent le tore de façon dense.

physique, mais il faut le penser comme l'équivalent d'une section de Poincaré, comme celle décrite
en Eq.(1.13) et �gure 1.7. Sa construction est basée sur l'idée d'étirement et de repliement observé
dans les sections de Poincaré de dynamiques chaotiques. La section de Poincaré sera ici le tore T2.

2.1 L'application classique M

Considérons la matrice M =

(
2 1
1 1

)
, qui est à coe�cients entiers, de déterminant 1. La

matrice M agit sur un point de l'espace de phase noté x = (q, p) ∈ R2, par x′ = M (x) ∈
R2. On note e+λ = 3+

√
5

2 > 1, e−λ = 3−
√

5
2 < 1, les deux valeurs propres de M auxquelles

correspondent une direction instable e+ et stable e− respectivement (i.e. Me± = e±λe±). M est
de type hyperbolique, et plus généralement, on peut considérer M ∈ SL (2,Z), avec Tr (T ) > 2.

Pour tout point x ∈ R2 et n ∈ Z2, on a

M (x+ n) = M (x) +M (n) ≡M (x) mod1

donc M induit une application sur le tore T2 = R2/Z2 aussi notée M :

M :

(
q
p

)
→
(
q′ = 2q + p mod1
p′ = q + p mod1

)
(2.1)

La direction instable crée le phénomène d'étirement, et la périodicité sur le tore crée le phéno-
mène de repliement tous deux nécessaires pour avoir du chaos.

Propriétés chaotiques L'applicationM sur le tore est Anosov ou uniformément hyperbo-
lique ce qui signi�e que chaque trajectoire a une direction transverse instable e+ et une direction
stable e− (qui ne dépendent pas du point x ∈ T2 dans notre modèle).

Sur le site web ([26], �Modèle du Chat d'Arnold�), on pourra observer un nuage de points
(i.e. une distribution de probabilité régulière) qui évolue par l'application M et remarquer qu'elle
converge vers la mesure uniforme. C'est la propriété de �mélange� . On pourra aussi observer
l'évolution temporelle d'une particule (de position initiale générique) et remarquer que son mou-
vement semble totalement imprévisible. C'est une conséquence de la propriété de mélange,
et cela contraste avec la simplicité de la loi déterministe (2.1).

11



Plus précisement, l'uniforme hyperbolicité implique que la dynamique a des propriétés de
chaos fort comme le mélange, l'ergodicité, la décroissance exponentielle des corrélations tempo-
relles, le théorème central limite, etc.., (voir [39] p. 154).

Dé�nition 1. La dynamique est fortement mélangeante si pour tout ensemble mesurable
A,B ⊂ T2,

µ
(
M−t (A) ∩B

)
−→
t→∞

µ (A) .µ (B) (2.2)

où µ (A) est la mesure de Lebesgue de l'ensemble A

Cette propriété traduit bien que la dynamique mélange les ensembles, car µ (M t (A) ∩B) ne
dépend plus du temps t, pour t→∞, et la limite est indépendante de la forme et position des
ensembles.

Proposition 2. La dynamique de M : T2 → T2 est mélangeante.

Démonstration. Tout d'abord, observons que la propriété de mélange (2.2) est équivalente à :

∀f, g ∈ L2 (T2) , ∫
f
(
M t (x)

)
g (x) dx −→

t→∞

∫
f (x) dx

∫
g (x) dx (2.3)

En e�et, si f, g sont les fonctions caractéristiques des ensembles A,B alors (2.3) implique (2.2), (en
changeant ten−t) et inversement on approxime les fonctions f, g par des combinaisons linéaires de fonctions
caractéristiques.

Pour montrer (2.3), considérons un mode de Fourier sur le tore :

ϕn (x) = ei2πn.x, n ∈ Z2

Ces fonctions (ϕn)n∈T2 forment une base de l'espace L2
(
T2
)
. On observe que :

ϕn
(
M t (x)

)
= ei2πn.M

t(x) = ei2πM
t(n).x = ϕMt(n) (x)

(car Mtransp = M dans notre exemple). Or pour tout n 6= 0,
∣∣M t (n)

∣∣ → ∞ pour t → ∞, car la
matrice M est hyperbolique, et n n'appartient pas à la variété stable. (Ainsi la seule fonction inva-
riante est la fonction constante). On véri�e maintenant que (2.3) est véri�ée pour deux modes de Fou-
rier ϕn, ϕm. En e�et si m 6= 0 ou n 6= 0, alors d'une part

(∫
ϕm (x) dx

) (∫
ϕn (x) dx

)
= 0, et d'autre

part
∫
ϕn
(
M t (x)

)
ϕm (x) dx =

∫
ϕMt(n) (x)ϕm (x) dx = 0 pour t assez grand. Si m = n = 0, alors∫

ϕMt(n) (x)ϕm (x) dx =
(∫
ϕm (x) dx

) (∫
ϕn (x) dx

)
= 1. On déduit ensuite (2.3), en décomposant f, g

en modes de Fourier.

Stabilité structurelle Une autre propriété remarquable de l'application M est la stabilité
structurelle : avec une perturbation su�sement faible (en norme C1), l'application reste uni-
formément hyperbolique, et même reste conjuguée topologiquement à M . Cette robustesse de la
propriété d'hyperbolicité (et des propriétés de chaos qui en découlent), font l'intérêt principal pour
ce type de modèles.

@@ Donner déf précise d'une application Anosov.
@@Donner déf précise de la stabilité structurelle, et exercice, refs (Pesin).

Exercice : recherche des trajectoires périodiques de l'application M

1. Trouver les points périodiques de M sur le tore de période t ≥ 1 donnée, c'est à dire x ∈ R2

véri�ant M tx = xmod1. Montrer qu'il y a Nt = eλt − 2− eλt points périodiques de période
t.
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2.2 Espace quantique associé au tore T2

L'espace de Hilbert quantique associé à l'espace de phase R2 3 (q, p) est formé par les fonctions
d'ondes ϕ (q) ∈ L2 (R), de la variable de position q seulement.

On dé�nit la ~-transformée de Fourier par

ϕ̃ (p)
def
=

1√
2π~

∫
dq ϕ (q) e−ipq/~

où on a introduit le paramètre ~ > 0 appelée Constante de Planck. Par commodité, on notera

aussi et h def
= 2π~. D'après e−ipq/~ = e−i2πq/l avec la longueur d'onde l = h/p, on voit que la limite

h→ 0 nous permettra d'étudier la limite semi-classique des petites longueurs d'ondes l→ 0.
Dans la section 2.1, l'espace de phase tore T2 = R2/Z2 a été obtenu en introduisant la pé-

riodicité du réseau Z2 sur le plan R2. De la même façon on dé�nit l'espace de Hilbert quantique
associé au tore comme étant formé par les fonctions d'ondes périodiques en q et dont la trans-
formée de Fourier est aussi périodique en p (ce sont plus précisément des distributions). Notons

T̂(1,0) : S (R) → S (R) qui translate une fonction de q → q + 1. Ainsi
(
T̂(1,0)ϕ

)
(q) := ϕ (q − 1).

De même si T̂(0,1) est l'opérateur qui translate la transformée de Fourier de p → p + 1, on a(
T̂(0,1)ϕ̃

)
(p) := ϕ̃ (p− 1). Considérons l'espace (de distributions) dé�ni par les distributions pé-

riodiques et de transformée de Fourier périodiques :

HN :=
{
ϕ(q) ∈ S

′
(R) / ϕ := T̂(1,0)ϕ et ϕ := T̂(0,1)ϕ.

}
A�n d'expliciter un peu plus les distributions de cet espace, remarquons que ϕ̃ périodique

implique ϕ (q) =
∑
n∈Z anδ (q − hn), avec an ∈ C et δ la distribution de Dirac (ϕ est un peigne

de Dirac). Ensuite pour avoir ϕ (q) lui même périodique, il faut supposer :

N =
1

h
∈ N∗

0 1 q

h

Nous supposerons cette condition dans la suite. Alors ϕ (q) est déterminée par seulement
N composantes (an)n=1→N . Donc

dimHN = N =
1

h
.

Le produit scalaire Hermitien sur HN est pour ψ ≡ (an)n , ϕ ≡ (bn)n ∈ HN

〈ψ|ϕ〉 =

N∑
n=1

anbn

Remarque : ce résultat de �nitude de la dimension de l'espace de Hilbert des fonctions d'onde
illustre un résultat plus général qui correspond d'une part au principe d'incertitude, que l'on
énonce ici de façon imprécise mais éloquente : �un état quantique occupe la surface élémentaire
h dans l'espace de phase�, et par conséquent �le nombre d'états quantiques contenus dans une
surface S (ici S = 1) de l'espace de phase est N ' S/h�.

2.3 Représentation d'un état quantique sur l'espace de phase. Distri-
bution de Husimi, Mesures semi-classiques.

La dynamique classique de l'application M se passe sur l'espace de phase T2. Nous avons vu
qu'un état quantique ϕ ∈ HN est une fonction (distribution) de q ∈ R seulement. A�n d'étudier la
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limite semi-classique, il sera préférable de représenter les états quantiques comme des distributions
sur l'espace de phase.

Pour cela, pour (q, p) ∈ R2 donné, on associe un état cohérent (ou paquet d'onde Gaus-
sien) qui est la fonction d'onde Gaussienne ϕq,p ∈ L2 (R) :

ϕq,p (q′)
def
=

1

(π~)
1/4

exp

(
i
pq′

~

)
exp

− (q′ − q)2

2
(√

~
)2


Son module |ϕq,p (q′)| = 1

(π~)1/2 exp

(
− (q′−q)

2

(
√
~)

2

)
est une Gaussienne �localisé près de q�, avec une

largeur ∆q '
√
~ (∆q → 0 pour ~→ 0). Sa ~-transformée de Fourier est

ϕ̃q,p (p′) =
1

(π~)
1/4

exp

(
−i qp

′

~

)
exp

− (p′ − p)2

2
(√

~
)2

 , (2.4)

localisée de façon similaire près de p :

~ h
_

~ h
_

q q’

ϕ| |
2

|ϕ |
2~

p p’

Proposition 3. On a la relation très utile suivante sur l'espace L2 (R) appelée relation de

fermeture :

IdL2(R) =

∫
R2

(|ϕqp〉〈ϕqp|)
dqdp

2π~
(2.5)

où (en notation de Dirac) πqp := (|ϕqp〉〈ϕqp|) est le projecteur de rang 1 sur l'état cohérent.
Autrement dit : πqpψ = 〈ϕqp|ψ〉.ϕqp.

Démonstration. Considérons l'opérateur Â =
∫
R2 (|ϕqp〉〈ϕqp|) dqdp2π~ et calculons son noyau de Schwartz

A (x′, x) := 〈x′|Â|x〉. Il faut montrer que A (x′, x) = δ (x′ − x). C'est une intégrale Gaussienne ...
@@ à Faire.

Pour un état quantique donné du tore ψ ∈ HN , on dé�nit sa distribution de Husimi Husψ
comme étant la mesure de probabilité 4 sur le tore T2 :

Husψ (q, p) :=
1

h
|〈ϕqp|ψ〉|2 =

1

h

∣∣∣∣∫
R
ϕq,p (x)ψ (x) dx

∣∣∣∣2 ,
On a en e�et : si ψ ∈ HN est normalisé (‖ψ‖2 = 1) alors 5:∫

T2

Husψ (q, p) dqdp = ‖ψ‖2 = 1 (2.6)

4. Cette dé�nition est très intuitive : pour un point x = (q, p) donné, une valeur importante de Husψ (x) signi�e
que l'état quantique a �une forte probabilité de présence� au point x de l'espace de phase.

5. La quanti�cation géométrique présente cela dans le cadre de la géométrie complexe, où HN est l'espace
des sections holomorphes de L⊗N → T2, où L → T2 est un �bré holomorphe Hermitien positif de degré 1. La
distribution de Husimi Husψ (q, p) est le module carré de la section ψ. dimHN = N découle de la formule de

Riemann-Roch.[25]
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Figure 2.2: Distribution de Husimi d'état cohérents en (q0, p0) = (0.2, 0).

Comme on sera intéressé par l'étude des états quantiques dans la limite semi-classique ~→ 0,
N = 1/h→∞, on introduit :

Dé�nition 4. Pour une suite d'états quantiques (ψ)N ∈ HN , N = 1/h → ∞, on appelle

mesure semi-classique sur T2 la limite µ def
= lim−faibleN→∞HusψN (limite au sens des

distributions si elle existe).

Remarques :
� La limite faible signi�e que les �uctuations des distributions de Husimi à l'échelle micro-
scopique

√
h (ou supérieure), sont e�acées. Il ne reste que les variations à une échelle �nie

lorsque ~→ 0.
� Par exemple, pour (q0, p0) ∈ R2 �xé, la distribution de Husimi de l'état cohérent du tore 6

ϕTq0,p0
est localisée près de (q0, p0) avec une largeur '

√
h. Par conséquent, la mesure semi-

classique de la suite d'états cohérents
(
ϕTq0,p0

)
h→0

est la distribution de Dirac µ = δ(q0,p0).
Cette suite est donc localisée au point x0 = (q0, p0). Voir �gure 2.2.

� Cas particuliers que l'on pose en dé�nitions : une suite d'états est dite localisée
au point x ∈ T2 si µ = δx , la mesure de Dirac au point x. Une suite d'états est dite
équidistribuée sur le tore si au contraire µ = µLebesgue = dqdp.

Exercice 5.

1. Montrer la relation de fermeture sur HN :

Î =

∫
T2

dqdp |ϕTqp〉〈ϕqp| (2.8)

(Utiliser (2.5)).

6. Un état cohérent du tore ϕTq0,p0
∈ HN est obtenu à partir de l'état cohérent ϕq0,p0 ∈ L2 (R) en le rendant

périodique sur le plan, par ϕTq0,p0
= P̂ϕq0,p0 , avec l'opérateur

P̂ =
∑

(n1,n2)∈Z2

T̂n1
(1,0)

T̂n2
(0,1)

: S (R)→HN (2.7)

où
(
T̂(1,0)ϕ

)
(q) = ϕ (q − 1) translate selon q, et

(
T̂(0,1)ϕ̃

)
(p) = ϕ̃ (p− 1) translate la Transformée de Fourier.
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2. Démontrer les formules (2.4) et (2.6).

Exercice 6. Calculer la distribution de Husimi d'état particuliers comme états de position, états
cohérents, et leur mesure semi-classique.

2.4 Quanti�cation de l'application hyperbolique M

L'application �classique� M , Eq.(2.1) dé�ni l'évolution des points sur l'espace de phase. Dans
cette section, on montre comment dé�nir une application notée M̂ qui lui est associé, et qui fait
évoluer les fonctions d'ondes ψ (q) ∈ HN . La procédure qui à partir de la dynamique classique,
associe une dynamique quantique, s'appelle la quanti�cation.

Il y a des procédures standard pour quanti�er un �ot Hamiltonien mais pas une application.
A�n d'étudier la version quantique de l'application M , nous devons donc exprimer M comme
étant la section de Poincaré d'un �ot Hamiltonien.

Dynamique sur le plan : On considère le Hamiltonien quadratique suivant sur l'espace de
phase R2 (muni de la forme symplectique ω = dq ∧ dp) :

H (q, p) =
1

2
αq2 +

1

2
βp2 + γqp, (2.9)

avec α, β, γ ∈ R. D'après les équations de mouvement de Hamilton{
dq(t)
dt = ∂H

∂p = γq + βp
dq(t)
dt = −∂H∂q = −αq − γp

H génère des trajectoires x(t) = (q(t), p(t)) sur R2, données par x(t) = M (t)x(0) (t ∈ R), où
M (t) est une matrice de déterminant 1 (M (t) ∈ SL (2,R)) et explicitement pour t = 1 :

M (1) = exp

(
γ β
−α −γ

)
∈ SL (2,R) , (2.10)

On peut choisir les paramètres α, β, γ tels que M (1) = M =

(
A B
C D

)
∈ SL (2,Z) soit la

matrice considérée plus haut.
L'espace de Hilbert quantique associé à l'espace de phase plan R2 est Hplan = L2 (R). On

rappelle les opérateurs de position et impulsion habituels agissant dans L2 (R) :

(q̂ϕ) (q) ≡ qϕ (q) , (p̂ϕ) (q) ≡ −i~dϕ
dq

(q) , [q̂, p̂] = i~Î .

Ce sont des opérateurs auto-adjoints. L'opérateur Hamiltonien Ĥ qui génère l'évolution d'une
fonction d'onde est aussi auto-adjoint, et s'obtient par la �quanti�cation de Weyl� de H, Eq.(2.9) :

Ĥ = OpWeyl (H)
def
=

α

2
q̂2 +

β

2
p̂2 +

γ

2
(q̂p̂+ p̂q̂) ,

L'équation de Schrödinger dans Hplan = L2 (R) gouverne l'évolution temporelle des états
quantiques ϕ (t) ∈ Hplan :

dϕ (t)

dt
= − i

~
Ĥϕ (t) , (2.11)

et génère un opérateur d'évolution unitaire noté M̂ entre les temps t = 0→ 1, et donné par :

ϕ(1) = M̂ϕ (0) , M̂ = exp

(
− i
~
Ĥ

)
. (2.12)
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Démonstration. Montrons que ϕ(t) = M̂tϕ (0), avec M̂t = exp
(
− i

~ tĤ
)
. En e�et dϕ(t)

dt
= d

dt

(
M̂t

)
ϕ (0) =

− i
~ ĤM̂tϕ (0) = − i

~ Ĥϕ (t). L'équation (2.11) est bien satisfaite. Par ailleurs
(
M̂t

)†
= exp

(
i
~ t
(
Ĥ
)†)

=

exp
(
i
~ tĤ

)
=
(
M̂t

)−1

, car Ĥ† = Ĥ, et donc M̂t est unitaire.

Remarque : l'unitarité de M̂ a comme conséquence importante que la norme de ϕ (t) est
conservée au cours du temps, et donc que la distribution de Husimi Husϕ(t) reste une mesure de
probabilité au cours du temps.

Dynamique sur le tore : Grâce au fait que l'application classique M ∈ SL (2,Z) est une
matrice à coe�cients entiers, nous avons vu qu'elle induit une application sur le tore T2 = R2/Z2.
Il en est de même pour l'opérateur quantique M̂ .

Proposition 7. Dans le cas où N = 1/h est pair (pour simpli�er), l'opérateur M̂ induit un
opérateur unitaire dans l'espace quantique du tore HN noté aussi :

M̂ : HN → HN (2.13)

Cet opérateur (qui est une matrice unitaire N × N) est �la quanti�cation� de l'application M :
T2 → T2.

Démonstration. Pour v = (vq, vp) ∈ R2, x = (q, p) ∈ R2, posons

Tv : R2 → R2, Tv (x) = x+ v : translation classique (2.14)

qui est la translation par v sur l'espace de phase. L'application Tv peut être exprimée comme le
�ot en temps 1 généré par la fonction de Hamilton linéaire f (q, p) = (v1q − v2p). L'opérateur quantique
unitaire dans Hplan = L2 (R) correspondant est dé�ni par :

T̂v
def
= exp

(
− i
~
(v1p̂− v2q̂)

)
. : translation quantique (2.15)

Ces opérateurs de translation quantique satisfont les relations algébriques :

T̂v T̂v′ = e−iS/~ T̂v+v′ , (2.16)

avec S = 1
2
(v1v

′
2 − v2v′1) = 1

2
v∧ v′. (Cela découle de [q̂, p̂] = i~Î. Les opérateurs T̂v forment une représen-

tation unitaire irréductible du groupe d'Heisenberg) [48].
Pour une matrice M ∈ SL(2,R) linéaire, on a trivialement M Tv = TMvM (car M (x+ v) = M (x) +

M (v)). Cette relation persiste au niveau quantique :

M̂ T̂v = T̂MvM̂. (2.17)

Cette relation sera utilisée de façon cruciale dans la suite. Elle repose sur le fait que M est une
application linéaire et n'est bien sûr plus valable dans le cas non linéaire.

D'après la dé�nition (2.7), P̂ =
∑
n∈Z2 T̂

n1
(1,0)T̂

n2
(0,1) =

∑
n∈Z2 T̂n. Cette dernière égalité découle de

(2.16) et n'est valable que si N est pair. Avec (2.17) , on déduit M̂ P̂ = P̂ M̂ ce qui se traduit par un
diagramme commutatif :

S (R) M̂−−→ S (R)

↓ P̂ ↓ P̂
HN M̂−−→ HN

On a donc un endomorphisme induit M̂ : HN → HN .
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Figure 3.1: Evolution de la distribution de Husimi d'un état cohérent sur le plan.

2.4.1 Voir illustrations sur ordinateur :

Classique :
� Montrer �lm evolution de Liouville sur le Tore
� Montrer �lm evolution strobo d'un point
� Montrer �lm evolution Liouville perturbé, et feuilleutage perturbé.
� Montrer orbites periodiques du systeme perturbé.

Quantique :
� Montrer evolution quantique d'un paquet d'onde (periode longue)
� Montrer evolution quantique d'un paquet d'onde (periode courte)
� Montrer des onde stationnaires.
� Montrer evolution quantique d'un paquet d'onde, cas non lineaire, N = 1000.

3 Evolution de paquets d'onde

3.1 Évolution d'un état cohérent sur le point �xe (0, 0)

On considère à l'instant t = 0, l'état cohérent ϕ0,0 qui est situé sur le tore au point �xe x = 0
de l'application M . Son évolution sur le tore est dé�nie par :

ψ (t) = M̂ tϕ0,0 ∈ HN (3.1)

Comme décrit en section 2.3, la distribution de Husimi de ϕ0,0 a une largeur de l'ordre de
∆0 ' ~1/2. Pour les temps t positifs, on montre que la distribution de Husimi de ψ (t) s'étire le
long de la variété instable à cause du facteur d'expansion eλt, et a une longueur ∆t ' ~1/2eλt

(cette longueur est en fait mesurée sur R2, le recouvrement du tore), voir �gure 3.1. (ref @@).
Cette longueur est encore �microscopique�, i.e. ∆t � 1 pour ~ � 1, si |t| � 1

2 tE avec le temps
d'Ehrenfest dé�ni par :

tE
def
=

logN

λ
=

log (1/h)

λ
(3.2)

Autrement dit, pour |t| � 1
2 tE , la suite d'état (ψ (t))~ est localisée en (0, 0) pour ~→ 0.

Pour t� 1
2 tE , la distribution a une longueur plus grande que 1, et donc s'enroule sur le tore le

long de la variété instable qui remplit le tore de façon dense. Les branches se rapprochent de plus
en plus lorsque le temps augmente. Par conséquent on s'attend à ce que la suite d'états (ψ (t))~
soit équidistribuée sur le tore pour ~→ 0. Voir �gure suivante, et �lms sur la page web [26]. C'est
ce qu'énonce le théorème qui suit.
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Théorème 8. ([11], [31])
(1) Pour tout ε > 0, et |th| < 1

2 tE (1− ε) la suite (ψ (th))~ est localisée en 0 : µ = δ(0,0).

(2) Pour 1
2 tE (1 + ε) < |th| < 3

2 tE (1− ε) la suite (ψ (th))~ est équidistribuée : µ = µLebesgue.

(1) est assez évident d'après la description de la distribution de Husimi que nous avons donnée.
Le théorème suivant est un résultat plus général qui montre que (2) est une conséquence de (1).

Pour |th| > 3
2 tE , il n'est possible dee montrer que l'état reste équidistribué, puisque nous

verrons que dans certains cas, l'état se relocalise, voir section 7.1.

Théorème 9. (version preprint-ArXiv de F. Bonechi-S. DeBièvre [11], et [30])
Pour toute suite d'états initialement localisés (ψ~)~ (i.e. µ = δ0), la suite ψ′~ = M̂ tEψh est
équidistribuée (i.e. µ′ = µLebesgue) à la date t = tE.

La preuve qui suit repose sur la relation (2.17) qui est très spéci�que au cas d'une application
M linéaire.

Démonstration. Pour montrer que la mesure semi-classique µ′ est Lebesgue, il faut montrer que pour
tout mode de Fourier sur le tore T2, fn (q, p) = exp (−i2π (n1p− n2q)), avec n ∈ Z2, n 6= 0, on a :

µ′h (fn)→h→0

∫
T2

dx fn = 0

D'abord on utilise le fait que [46],[18] µ′~ (fn) = 〈ψ′~|f̂n|ψ′~〉 + O (~). Le membre de gauche est la mesure
de Husimi, alors que le membre de droite est la mesure de Wigner de l'état normalisé ψ′. On calcule avec
Eq.(2.17)

µ′h (fn) +O (~) = 〈ψ′h| exp (−i2π (n1p̂− n2q̂)) |ψ′h〉 = 〈ψh|M̂−tE T̂hnM̂ tE |ψh〉
= 〈ψh|T̂hM−tEn|ψh〉

Considérons la décomposition du vecteur n = (nu, ns) dans le repère des directions instables/stables
(e+, e−). Alors

hM−tEn ≡ h
(
e−λtEnu, e

λtEns
)
=
(
h2nu, ns

)
' (0, ns)

Or ψh est localisé au point 0, alors que T̂hM−tEnψh est localisé au point (0, ns) 6= (0, 0), donc

〈ψh|T̂hM−tEn|ψh〉 → 0 pour ~→ 0.

3.2 Évolution d'un état cohérent quelconque

Pour généralisé la section précedente, si ϕq0,p0 est un état cohérent localisé en x0 = (q0, p0), et
si ϕ (t) = M̂ tϕq0,p0

, alors la distribution de Husimide ϕ (t) est centrée au point x (t) = M tx0 de la
trajectoire classique, mais se disperse dans la direction instable, comme décrit dans la section 3.1.
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Démonstration. Il su�t d'écrire : ϕq0,p0
= T̂x0

ϕ0,0, et ϕ (t) = M̂ tϕq0,p0
= M̂ tT̂x0

ϕ0,0 = T̂Mt(x0)

(
M̂ tϕ0,0

)
,

d'après (2.17), et remarquer que
(
M̂ tϕ0,0

)
est l'état (3.1) déjà décrit.

4 L'ergodicité quantique

4.1 Mesures semi-classiques invariantes

Les vecteurs propres de l'opérateur M̂ surHN sont des états quantiques particuliers, car ils sont
invariants par la dynamique quantique (on les appelle aussi ondes stationnaires). On va s'intéresser
particulièrement à leur distribution sur l'espace de phase dans la limite semi-classique.

Dé�nition 10. Si (ψh) h→0 est une suite d'états propres de M̂ (i.e. M̂ψh = eiϕhψh), alors leur
mesure semi-classique µ est appelée une mesure semi-classique invariante.

Une question importante en chaos quantique est de déterminer l'ensemble des mesures semi-
classiques invariantes possibles, notéMinv.semi−class.. Autrement dit, à quoi ressemblent les ondes
stationnaires ψh dans la limite de petite longueurs d'ondes ? Sont-elles uniformément réparties ?
ou peuvent t-elles avoir des concentrations de densités, comme le suggère la �gure 1.3.

Une première information sur les mesure semi-classique invariantes est donnée par :

Proposition 11. Une mesure semi-classique invariante est invariante par la dynamique clas-
sique Mµ = µ, (où l'on dé�nit l'évolué Mµ d'une mesure par : si µ est une mesure, et ϕ une
fonction, alors 〈Mµ,ϕ〉 = 〈µ, ϕ ◦M−1〉). Autrement dit :

Minv.semi−class ⊂Minv.class

Pour la preuve de cette proposition, voir [27].

Remarques : L'ensemble des mesures invariantes classiquesMinv.class contient la mesure
de Lebesgue, mais aussi des mesures de Dirac sur les orbites périodiques (et d'autres mesures
singulières). Cette dé�nition de mesure semi-classique nous permet donc de poser correctement
la question d'existence de �scars� en chaos quantique. Il s'agit de savoir s'il existe des me-
sures semi-classiques invariantes qui sont des mesures de Dirac sur une orbite périodique, ou plus
généralement qui sont di�érentes de la mesure de Lebesgue. Voir la �gure 4.1.

4.2 Théorème d'ergodicité quantique

Le théorème d'ergodicité quantique est un résultat important dans le domaine du chaos quan-
tique. Il donne une information importante sur les �scars� : il n'exclue pas leur existence mais
a�rme qu'ils sont rares. Il a�rme que dans la limite des petites longueurs d'ondes, presque toutes
les ondes stationnaires deviennent équidistribuées sur l'espace de phase. Références : Schnirel-
man 1974 [50], Zelditch 1987 [54], Colin de Verdière 1985 [17], Hel�er Martinez Robert 1987 [3],
Bouzouina DeBièvre 1996 [1].

Théorème 12. Le �théorème d'ergodicité quantique de Schnirelman�. Pour une dyna-
mique ergodique, presque toutes les mesures semi-classiques invariantes µ sont équidistribuées.
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Figure 4.1: Distribution de Husimi de deux états stationnaires (états propres M̂ |ψh〉 = eiφh |ψh〉),
à deux valeurs di�érentes de h (le choix des valeurs propres est quelconque). On observe que ces
états ne sont pas localisés sur le tore. Bien au contraire, comme pour la plupart des états on
s'attend à ce qu'ils soient équidistribués, i.e. que leur distribution de Husimi tende (au sens des
distributions) vers la mesure uniforme µ = µLebesgue = dqdp.

Autrement dit, si pour N �xé, ψj,N ∈ HN est une base o.n. d'ondes stationnaires, (c'est à
dire, avec l'indice j ∈ [1, . . . N ], et M̂ψj,N = eiφj,Nψj,N ), alors pour tout N , il existe un sous
ensemble d'indices JN ⊂ [1, . . . N ] tel que (#JN/N) → 1 pour N → ∞, et que toute suite
d'états stationnaires (ψj,N , j ∈ JN )N=1→∞, a pour mesure semi-classique la mesure de Lebesgue
µ = µLebesgue = dqdp.

Pour la preuve de ce théorème, voir [27].

Remarques :
� Ce théorème nécessite seulement la propriété d'ergodicité de la dynamique, et non pas le
mélange qui est une propriété bien plus forte. Avec la propriété de mélange et plus précisé-
ment de dynamique hyperbolique, il y a des résultats plus précis portant sur la vitesse de
convergence (�la variance quantique�) [55],[24][57],[23][43][45].

� La preuve demande un contrôle de l'évolution semi-classique sur des échelles de temps �ni
par rapport à ~. Malgré l'apparence, ce théorème ne donne pas d'information sur les états
stationnaires individuels, mais sur leur e�et collectif. Le terme �presque toutes� est im-
portant et traduit cela.

4.3 La conjecture d'Unique Ergodicité Quantique et les �Scars�

Dans le théorème d'ergodicité quantique, Théorème 12, le terme �presque toutes� n'exclut pas
des suites exceptionnelles d'états stationnaires ayant une mesure semi-classique di�érente de la
mesure de Lebesgue, comme des �scars�. Il est naturel de poser la question s'il est possible
de trouver une mesure semi-classique invariante non équidistribuée : µ 6= µLeb. ? Par
exemple une mesure semi-classique invariante localisée sur une orbite périodique comme µ =
δorbite périodique ? (cela correspondrait à une suite d'états stationnaires dont la distribution de
Husimi se concentrerait sur une orbite périodique dans la limite semi-classique. Ces états ont été
appelés des �états cicatrisés�, �scars�, par E. Heller [38], suite à des observations numériques
dans des billardds). Voir �gure 1.3.

Intuitivement, l'existence d'une telle mesure localisée est inattendue car le principe d'incerti-
tude ∆q∆p ≥ h, implique que à h �xé, une distribution de Husimi est une mesure lisse et ne peut
pas être pas une distribution de Dirac sur l'espace de phase. Or la propriété de mélange hyperbo-
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Figure 4.2: Onde stationnaire dans le modèle chaotique M présenté page 11. Cette onde appelée
�scars�, est partiellement localisée sur le point �xe instable (0, 0) de la dynamique.

lique implique que toute mesure lisse converge faiblement vers la mesure de Lebesgue pour t→∞.
Cependant ce raisonnement n'est pas valable car il consiste à �xer h, faire t → ∞, puis h → 0
ensuite. Or la validité de l'approche semi-classique habituelle n'est prouvée qu'en �xant t d'abord,
puis faisant ~→ 0, puis t→∞ ensuite. En résumé, la question est vraiment di�cile car les deux
limites h→ 0 et t→ +∞ �ne commutent pas�. 7

A l'autre extrême, on pourrait penser que toute mesure semi-classique invariante est égale
à la mesure de Lebesgue µLebesgue = dqdp, i.e. Minv.semi−class. = {µLebesgue} seulement, sans
exception possible dans le théorème ergodique, et que les scars n'existent pas. Cela constitue la
propriété d'unique Ergodicité Quantique (Q.U.E.). Cette propriété a été conjecturée pour le
spectre du Laplacien ∆ sur une variété compacte de courbure négative par Z.Rudnick and P.Sarnak
en 1994[49].

� Pour les surfaces arithmétiques à courbure négative constante (qui constituent des systèmes
particuliers), et avec l'hypothèse que le spectre de ∆ est non dégénéré, E. Lindenstrauss
a prouvé Q.U.E. en 2003 [44], (voir aussi le cours [8]). (Dans ce travail, Q.U.E. a été prouvé
pour des états propres conjoints du Laplacien et d'opérateurs de Hecke).

� De façon similaire, P. Kurlberg and Z. Rudnick [41] ont prouvéQ.U.E. pour des applications
linéaires hyperboliques sur le tore (modèle qui nous concerne) pour presque toute suite semi-
classique extraite de la suite N = 1, 2, . . .∞. (i.e. ici l'ensemble JN = [1, . . . N ] dans le
théorème 12). Ils utilisent aussi des états propres conjoints de M̂ et d'opérateurs de Hecke,
et montrent que le spectre de M̂ est non dégénéré (ou su�samment peu dégénéré) pour
presque toutes valeurs de N .

� La section 7 consiste à montrer un exemple de �scars�, i.e. de �Non Unique Ergodicité
Quantique� obtenu en 2003 [30], avec l'opérateur M̂ , où la mesure semi-classique invariante
est µ = 1

2δorbite périodique + 1
2µLebesgue. Cette mesure est obtenue pour une suite particulière

de valeurs de N = 1/h et des états stationnaires particuliers. C'est le Théorème 18 page 31.
Noter que pour le moment le modèle très particulier d'une application linéaire hyperbolique
sur le tore est seul exemple connu où des �scars� existent. Voir �gure 4.2.

� Nalini Anantharaman a montré en 2004 [4] que les fonctions propres du Laplacien sur une
variété de courbure négative ne peuvent pas se concentrer sur des ensembles de petite entro-

7. L'argument est en fait correct, et des résultats rigoureux ont été obtenus récemment en utilisant le contrôle
de l'évolution d'un état quantique jusqu'au temps d'Ehrenfest t ≤ tE = 1

λ
log (1/~). Voir section discussion page

??.
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pie topologique. Elle a conjecturé que l'entropie métrique d'une mesure semi-classique est
supérieure à 1/2 l'entropie de la mesure de Liouville. Cela exclurait par exemple des mesures
semi-classiques invariantes comme µ = δorbite−périodique (qui a une entropie nulle).

� Pour une application linéaire hyperbolique sur le tore, F. Bonechi et S. DeBièvre[12] ont
montré que si

µ = βδorbite périodique + (1− β) ν

avec ν(0) = 0, alors β ≤ 0.6. (La borne a été améliorée à β ≤ 0.5 dans [30]).
� Des résultats similaires ont été obtenus pour les applications non linéaires sur le tore par
J.M. Bouclet, S. DeBièvre[13].

5 Formule de Trace semi-classique. Théorie des orbites pé-
riodiques

Aussi appelée formule des orbites périodiques, ou théorie des orbites périodiques, dévelop-
pée dans les années 70 (R. Balian et C.Bloch [5, 6, 7], et M. Gutwiller [35] en physique, Y. Colin de
Verdiere [15, 16], Duistermaat et V. Guillemin [22] en mathématiques), il s'agit d'une formule qui
a une grande importance, et de nombreuses applications, en physique comme en mathématiques.
Elle relie d'une part la trace de l'opérateur de propagation quantique, et d'autre part les orbites
périodiques classiques.

5.1 Formule des traces

Proposition 13. Formule de Trace. Soit t ≥ 1.

Tr
(
M̂ t
)

=
∑

x=Mtxmod1

1√
det (1−M t)

eiAx,t/~ (5.1)

où la somme porte sur les points x ∈ [0, 1[2 véri�ant M tx = x + n, n ∈ Z2, i.e. les points
périodiques de M , de période t. Ax,t = 1

2n ∧ x est �l'action classique� de l'orbite périodique, et√
det (1−M t) = eλt/2 − e−λt/2.

Pour une preuve de cette proposition, voir [29].

Remarques :

1. Idée de la preuve : on utilise la �base� des états cohérents Eq.(2.8), pour exprimer

Tr
(
M̂ t
)

=

∫
x=(q,p)∈T2

〈ϕqp|M̂ tϕqp〉

dans cette expression, ϕqp est un état cohérent localisé au point x = (q, p) de l'espace de
phase. D'après l'étude sur l'évolution d'un état cohérent, section 3.2, M̂ tϕqp est localisé au
point x (t) = M tx. Le produit scalaire 〈ϕqp|M̂ tϕqp〉 est �négligeable� sauf si x (t) = M t (x) =
x qui signi�e que x est un point périodique de période t.

2. Dans le cas particulier de l'application linéaire que l'on étudie ici la formule est exacte,
grâce à la linéarité de la dynamique classique. C'est exceptionnel. C'est aussi le cas pour
le �ot géodésique sur une variété à courbure négative constante (�formule de Selberg�),
pour des raisons analogues.

3. Sur la validité de la formule des traces : l'idée de la preuve décrite ci-dessus marche
dans un cas très général [14], non linéaire ou un �ot Hamiltonien. Pour cela, on utilise la
propriété que l'état M̂ tϕqp est localisé au point x (t) = M tx. On a vu en section 3.2, que cela

23



n'est vrai que si |t| � 1
2 tE '

1
2λ log (1/~). Par conséquent, on ne peut démontrer la validité

de la formule des Traces que pour des temps inférieurs au temps d'Ehrenfest [29]. C'est une
question ouverte de savoir si la formule est valable pour des temps plus longs. Il
est conjecturé en physique que la formule est valable pour des temps 1/~α, α > 1.
Noter cependant que à cette date, le nombre d'orbites périodiques (nombre de termes dans
la somme (5.1) est Nt ∼ eλt = eλ/~

α

est �astronomique� à comparer de la dimension de

l'espace de Hilbert N = 1/ (2π~) qui correspondant à la compléxité de Tr
(
M̂ t
)
que l'on

souhaite calculer. Par exemple, N = 100 donne eλ/~ ' 1090. La formule de trace semble
perdre de son intérêt.

4. Dans [29], dans le cas d'une dynamique uniformément hyperbolique, on montre la validité de
la formule des traces pour |t| ∼ CtE = C 1

λ log (1/~), avec C une constante arbitraire, donc
au-delà du temps d'Ehrenfest. Pour cela on utilise une description de la dynamique à l'aide
d'une forme normale globale, ce qui permet de controller uniformément la contribution des
orbites périodiques.

5. L'intérêt de la formule des traces est de déduire une information sur la densité d'états,
par transformée de Fourier. Si on note eiθj les valeurs propres de M̂ , alors

Tr
(
M̂ t
)

=
∑
j

eiθjt =

∫ 2π

0

dθ eiθtρ (θ) (5.2)

avec
ρ (θ) =

∑
j

δ (θ − θj) : densité d'états

Connaissant Tr
(
M̂ t
)
pour |t| � tE à l'aide de (5.1), on peut déduire ρ (θ) par transformée

de Fourier, mais avec une précision (i.e. convoluée par une fonction de largeur ∆θ)

(∆θ)o.p. �
1

tE
' 1

log ~

qui est beaucoup plus grande que l'écart moyen entre niveaux δθ = 1
N = 1

2π~ .

6. Une remarque intéressante est que d'une part d'après (5.2)
∣∣∣Tr(M̂ t

)∣∣∣ ≤ N = dimH. D'autre
part, supposons une situation exceptionnelle où les phases dans (5.1) seraient toutes égales
eiAx,t/~ = 1. Utilisant que pour t � 1, le nombre de points périodiques est Nt ' eλt, et

que (det (1−M t))
−1/2 ' e−λt/2, on obtient Tr

(
M̂ t
)
' eλt/2. Cela montre que la borne

supérieure Tr
(
M̂ t
)

= N ne peut être atteinte avant eλt/2 = N ⇔ t = 2tE . D'autre part

on connait des exemples où e�ectivement les phases sont toutes égales à la date t = 2tE et
où par conséquent M̂2tE ∝ Î, créant un phénomène de période quantique courte, avec des
conséquences surprenantes. Voir Section 7.1. Nous venons ici d'interpréter ce phénomène de
période courte en termes dynamiques, comme étant un phénomène d'interférences collectives,
entre les orbites périodiques. Remarquons que pour t > 2tE , l'unitarité de M̂ t impose que
les phases eiAx,t/~ sont inégales et se compensent. La compréhension des corrélations entre
les phases (et actions) des orbites périodiques est un problème ouvert.

5.2 Illustration expérimentale de la formule des traces

Un expérience mesure le spectre d'absorption de la lumière par un atome d'hydrogène en
présence d'un champ magnétique fort (la dynamique classique de l'électron dans l'atome est alors
chaotique)[21]. Une transformée de Fourier du spectre fait apparaitre des pics associés aux orbites
périodiques classiques de l'électron.
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6 Heuristiques des matrices aléatoires et universalité

Il s'agit d'une idée développée en 1981 par O.Bohigas, M. Giannoni, C. Schmit [9, 10] extrê-
mement fructueuse en physique et potentiellement fructueuse en mathématiques, mais qui n'a pas
encore été démontrée, et dont même l'énoncé n'est pas encore très clair. La raison est qu'il existe
des contre exemples mais qui sont �exceptionnels�.

Modèle d'application hyperbolique perturbé : dans cette section, nous n'allons pas consi-
dérer l'application linéaire, dont on sait que le spectre ne satisfait pas à l'heuristique des matrices
aléatoires (à cause de dégénérescences importantes voir 7.1), mais une version perturbée, plus
générique, où toutes les symétries ont été enlevées. Rappelons que l'application classique faible-
ment perturbée est encore uniformément hyperbolique d'après la propriété de stabilité structurelle
(section 2.1). On notera encore M l'application perturbée, et M̂ l'opérateur unitaire d'évolution
correspondant.

Observation de l'évolution d'un paquet d'onde : On note ψ (t) = M̂ tϕqp l'évolution d'un
paquet d'onde. Au départ le paquet d'onde est localisé, puis se disperse. Après le temps tE , il
apparait complètement équidistribué. Voir �gure 6.1. On ne sait en fait démontrer l'équidistribu-
tion que pour tE � t � 3

2 tE (voir [29] introduction), mais cette équidistribution est observée et
conjecturée pour des temps plus longs dans les cas génériques.

On connait un exemple exceptionnel où il n'y a pas équidistribution pour t = 2tE (voir section
7.1).
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Figure 6.1: Distribution de Husimi d'un état cohérent partant de x0 = (0.4, 0.2) à t = 0, et qui
évolue. On observe qu'il devient équidistribué pour t� tE . N = 1/ (2π~) = 1000.
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Figure 6.2: Distribution de Husimi d' états quantiques aléatoires (leurs composantes dans une
base orthonormée sont des variables aléatoires Gaussiennes indépendante). Cela ressemble à l'état
cohérent évolué, pour t� tE , �gure 6.1. N = 1/ (2π~) = 1000.

Conjecture 14. �des matrices aléatoires� : pour t � tE, l'état évolué ψ (t) a les même
propriétés �statistiques� qu'un état ψ ∈ HN aléatoire (avec la mesure de proba uniforme sur
l'espace projectif P (HN )). Ce sont aussi les mêmes propriétés statistiques que ψ = Ûϕqp où
Û ∈ U (N) est une matrice unitaire aléatoire (avec la mesure uniforme de Haar sur le groupe
U (N)).

Pour pouvoir parler de statistiques, il faut un ensemble de paramètres et une mesure. Ici ça
peut être t, ou des paramètres extérieurs à la dynamique. Pour illustrer cette conjecture, la �gure
6.2 montre un état quantique aléatoire, qu'il faut comparer à l'état ψ (t), pour t > tE dans la
�gure 6.1. Les statistiques de leurs �uctuations se ressemblent en e�et (on peut faire des études
numériques précises).

Observation du spectre de l'application quantique perturbée Notons M̂ϕj = eiθjϕj ,
j = 1→ N , les vecteurs propres et valeurs propres de la matrice M̂ unitaire.

La �gure 6.3 montre comment varient les valeurs propres θj (p) en fonction d'un paramètre
extérieur p (de perturbation). On observe des oscillations �aléatoires�, mais que les valeurs propres
semblent s'éviter lorsqu'elles se rapprochent. Ce phénomène est appelé répulsion de niveaux.

Conjecture 15. �des matrices aléatoires� : les �statistiques� des valeurs propres θj (et des
vecteurs propres ϕj) pour des écarts |θj − θk| � 1/tE ∼ 1/ log (1/~) sont les mêmes que celles
d'une matrice unitaire aléatoire Û ∈ U (N) (avec la mesure uniforme de Haar sur le groupe
U (N)).

Cette conjecture est naturellement reliée à la précédente. En e�et θ et t sont des variables
conjuguées de Fourier. Ainsi la conjecture 14 pour les temps longs t � tE ' log (1/~) rejoint la
conjecture 15 pour des écarts de niveaux ∆θ � 1/tE ' 1/ log (1/~).
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(a) (b)

Figure 6.3: (a) Valeurs propres θj (p) en fonction d'un paramètre extérieur p. (ici N = 200).

(b) Histogramme (normalisé) des écarts entre valeurs propres sj =
θj+1−θj

δθ et courbe théorique
PWigner (s) de la conjecture des matrices aléatoires. (ici N = 200)

Pour illustrer cette conjecture, considérons l'écart entre deux niveaux consécutifs. Comme il y
a N valeurs propres, l'écart moyen est δθ = 2π/N = (2π)

2 ~. On note

sj =
θj+1 − θj

δθ

l'écart (normalisé) entre deux niveaux consécutifs.
La �gure 6.3 montre l'histogramme formé par les sj (en moyennant sur j et sur le paramètre

p). On a superposé la courbe dite �Wigner Surmise�

PWigner (s) ' 32

π2
s2e−

4
π s

2

(6.1)

qui correspond à la distribution des écarts (normalisés) pour une matrice unitaire aléatoire 8. La
correspondance est très bonne.

Explication intuitive de la répulsion de niveau pour une matrice aléatoire Noter
que si les valeurs propres étaient tirées au hasard, la loi de répartition des écarts serait la loi
de Poisson, Ppoisson (s) = exp (−s), et par conséquent des niveaux proches, s ' 0, serait très
probable. Au contraire, ici, les niveaux se �repoussent� selon la loi PWigner (s) ' 32

π2 s
2 pour

s� 1. Pour expliquer ce phénomène considérons une matrice hermitienne 2× 2, qui peut s'écrire

H =

(
2a b+ ic

b− ic 2d

)
, avec a, b, c, d ∈ R. On calcule que l'écart entre les deux valeurs propres

est s = 2

√
(a− d)

2
+ c2 + b2, donc s = 0 nécessite les conditions a = d et c = 0 et d = 0, et est

donc �peu probable�. Plus précisément, si x = a− b, y = c, z = d, alors la mesure uniformedxdydz
dans l'espace R3 des paramètres de la matrice induit la mesure s2ds qui est le comportement de
Eq.(6.1). (Noter que s est le rayon en coordonnées sphériques). Pour des matrices symétriques
réelles, on obtiendrait sds, car z = 0.

La question ouverte di�cile, derrière les conjectures (14) et (15), est pourquoi l'opérateur
d'évolution M̂ t se comporte comme une matrice aléatoire pour les temps longs ?

Exemples expérimentaux Malgré son statut mal établi mathématiquement, l'heuristique des
matrices aléatoires est un outil très utilisé en physique, car il permet de modéliser simplement un

8. En réalité la formule est donnée ici pour une matrice 2 × 2 hermitienne. Le résultat est proche pour une
matrice N ×N , mais il n'y a pas d'expression simple. Pour l'ensemble G.O.E. des matrices symétriques réelles, la
loi obtenue est Pwigner (s) ' π

2
s exp

(
−π

4
s2
)
. Noter la puissance de s qui change.
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système quantique si l'on sait que la limite classique est chaotique. On remplace la vraie dynamique
par une dynamique de matrice aléatoire, donc universelle (et cela simpli�e beaucoup les calculs).
Il est donc très utilisé pour les problèmes de transport quantique, �uctuations quantiques ...[34].

(b)

Niveaux d'énergie d'un élec-
tron dans un atome Hydro-
gène, à basse énergie et haute
énergie dynamique régu-
lière, puis chaotique (from
D. Delande [21]) :
On observe des niveaux qui
se croisent en régime régu-
lier, et une répulsion des
niveaux dans le régime chao-
tique.

7 Évolution périodique d'un paquet d'onde et construction
de �scars�

7.1 Le phénomène de période quantique

La propriété de période quantique décrite ici est (à notre niveau de compréhension) le point
clef pour obtenir le phénomène de �résurrection du paquet d'onde� qui sera à l'origine de
l'exemple de non unique ergodicité quantique (i.e. �scars�). Comme nous le verrons, ce phénomène
est très particulier aux applications linéaires sur le tore que nous étudions.

Références : Etienne Ghys [32], ou Hannay-Berry (1980)[37].

Théorème 16. Pour toute valeur de h = 1/N , il existe un temps P = P (N) ∈ N∗ et une
phase αN ∈ R, tels que M̂P = Î eiαN . On appelle P la période quantique.

Remarques :
� Cela signi�e qu'après le temps d'évolution P , une onde quantique revient à son état
initial à une phase près. Cela est très di�érent de la dynamique classique, où à cause de
la propriété de mélange (section 2.1), une distribution régulière évolue invariablement vers
la mesure de Liouville sur le tore. Voir aussi le �lm sur la page web [26]. Dans [28], on
trouvera une explication de ce �revival� en termes semi-classiques, et interférences collectives
constructives.

� Comme M̂ est une matrice unitaire de dimension N , on s'attend en général à ce que l'évo-
lution d'un état quantique présente des phénomènes de quasi-périodicité. Le résultat de
périodicité signi�e ici que les valeurs propres de M̂ sont régulièrement espacées sur le cercle,
et qu'il y a précisément P groupes. Dans le cas où P est plus petit que N , cela implique des
dégénérescences dans le spectre (ce modèle ne satisfait pas l'heuristique des matrices
aléatoires en chaos quantique qui montre que les valeurs propres ont tendance à se repousser
au contraire, Eq.(6.1), [9]).

Démonstration. Une translation T̂v, v ∈ R2, laisse l'espace HN invariant si T̂v commute avec T̂(1,0), T̂(0,1)

ou avec T̂n, ∀n ∈ Z2. De Eq.(2.16), on déduit T̂vT̂n = T̂nT̂v exp (−i2πNv ∧ n), et le terme de phase

28



exp (−i2πNv ∧ n) = 1 si Nv ∈ Z2, i.e. v = k
N
, k ∈ Z2. Ces translations sont donc :

T̂k/N , k ∈ Z2

Mais pour k,m ∈ Z2, T̂k/N+mP̂ = T̂k/N T̂m
∑
n∈Z2 T̂n = T̂k/N

∑
n∈Z2 T̂m+n = T̂k/N P̂ . Donc il y a une

relation de périodicité
(
T̂k/N+m

)
/HN

=
(
T̂k/N

)
/HN

, ∀m, k ∈ Z2. L'espace HN est irréductible pour le

groupe formé par les opérateurs de translation T̂k/N . Utilisant (2.17), on a donc pour P ∈ N,

M̂P ∝ Î ⇔
[
M̂P , T̂k/N

]
= 0, ∀k [1, N ]2 ,

⇔ M̂P T̂k/NM̂
−P = T̂k/N ⇔ T̂MP k/N = T̂k/N

⇔ MP k

N
≡ k

N
[1]

Cette dernière relation a une solution :

P (N) = minP
{
P /MP ≡ I [N ]

}
cette solution existe car M a des coe�cients entiers. Son action préserve donc le réseau rationnel de
composantes k/N sur le tore, et P (N) est donné par le P.P.C.M. des périodes de cette action.

Théorème 17. Voir �gure 7.1. Bornes générales de la période quantique ([40],[32]) :

∃C,∀N, 2

λ
logN − C ≤ P (N) ≤ 3N

Pour presque toutes les valeurs de N ∈ N [42] :

P (N) ≥
√
N

La borne inférieure est atteinte par des suites extraites, comme : N = Ni∈N donné par

N0 = 0, N1 = 1, Ni+2 = Tr (M) Ni+1 −Ni (7.1)

et P (Ni) = 2i, véri�ant

P (Ni) =
2

λ
logNi − C +O

(
1

N

)
avec C ∈ R.

Remarque : On véri�e facilement qu'il apparaît régulièrement des valeurs de N = Ni paires,
nécessaires pour la proposition 7. Pour une preuve de Eq.(7.1), voir [27].

7.2 Construction d'états �scars�, et exemple de non unique ergodicité
quantique

Considérons la suite particulière Ni = 1/h → ∞ pour i → ∞, dé�nie en (7.1), qui donne des
périodes quantiques courtes P = Pi :

Pi '
2

λ
logNi ' 2tE

où tE est le temps d'Ehrenfest dé�ni en (3.2). M̂P = eiαÎ, d'après (16). Soit ϕ ∈ [0, 2π] tel que
Pϕ ≡ α [2π]. (Il y a P valeurs possibles pour ϕ, correspondant à chaque espace-propre possible
de M̂).
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Figure 7.1: Allure de la fonction �Période quantique� P = P (N) en fonction de N = 1/h.

t

0

localisééquidistribué équidistribué

−tE E−t  /2 Et   /2 Et   = P/2

= µ µ δ
0

µ= dqdp = dqdp

Figure 7.2: Echelle de temps intervant dans la somme (7.2).

Posons :

φ
def
=

P/2∑
t=−P/2+1

e−iϕtM̂ tϕ0,0 (7.2)

Utilisant la période P , on véri�e aisément que M̂φ = eiϕφ. D'après prop. (9), la moitié des
termes intervenant dans la somme (7.2) est localisée, et l'autre moitié des termes est équidistribuée.
Voir �gure 7.2.

Cela donne :
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p

 q

Figure 7.3: Distribution de Husimi de φ, Eq.(7.2) , état stationnaire partiellement localisé sur le
point �xe instable 0.

Théorème 18. [31] φ est un état propre de M̂ :

M̂φ = eiϕφ

Cette suite d'états propres (φ)~→0a une mesure semi-classique invariante non uni-

forme :

µ =
1

2
δ(0,0) +

1

2
µLebesgue (7.3)

La somme partielle (la moitié)

φloc
def
=

tE/2∑
t=−tE/2

e−iϕtM̂ tϕ0,0

est localisée (avec une mesure semi-classique µ = δ0), alors que

φequid. = φ− φloc

est équidistribuée ( avec une mesure semi-classique µ = µLebesgue).

Remarques :
� Des états similaires �scars� peuvent être construits sur n'importe quelle orbite périodique
donnée. La mesure semi-classique est encore µ = 1

2δorbite + 1
2µLebesgue. Par exemple sur une

orbite de période 3, voir �gure 7.4.

� En considérant des périodes quantiques de la forme P ' 1
β tE ≥ 2tE , on peut aussi construire

des mesures semi-classiques invariantes de la forme µ = βδorbite + (1− β)µLebesgue avec
0 ≤ β ≤ 1/2. On peut se demander s'il existe de telles mesures avec un facteur β plus grand
que 1/2 ? Le théorème suivant montre que non :
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Figure 7.4: Distribution de Husimi d'un état stationnaire partiellement localisé sur une orbite de
période 3.

Théorème 19. [12][30] Si ψh est une suite d'états propres ayant une mesure semi-classique µ
telle que

µ = βδ(0,0) + (1− β) ν

avec ν(0) = 0, alors β ≤ 1/2.

Remarque : la borne β ≤ 0.6 obtenue dans [12] a été améliorée à 1/2 dans [30]. Le travail récent
[2] exprime ce résultat en terme d'entropie, et l'étend aux applications uniformément hyperboliques
quelconques.

Démonstration. (idée de la preuve) On décompose

ψ = ψ0︸︷︷︸
localisé: β

+ ψν︸︷︷︸
équidistribué:1−β

avec ψ0 localisé, i.e. µψ0 = βδ0 et orthogonal à ψν : 〈ψ0|ψν〉 →h→0 0.
Alors

ψ ∝ M̂ tEψ = M̂ tEψ0︸ ︷︷ ︸
équidistribué:β

+M̂ tEψν

Du théorème (9), M̂ tEψ0 est équidistribué et a une probabilité totale β. Si on compare avec l'expression
initiale de ψ, on déduit que M̂ tEψ0 doit être �une part� de ψν , i.e. β ≤ ‖ψν‖2 ' 1−β . On déduit β ≤ 1/2.

8 Conclusion

Le but de ce cours était de présenter les problématiques générales du chaos quantique, en
s'appuyant sur un modèle particulier : une application linéaire hyperbolique sur le tore. Quelques
résultats présentés ici se généralisent pour d'autres dynamiques chaotiques plus complexes (comme
le théorème d'ergodicité quantique).

Cependant, il faut reconnaitre que beaucoup de phénomènes observés en chaos quantique res-
tent incompris. La �gure 1.5 présente bien la situation. Pour les temps courts |t| � tE plus court
que le temps d'Ehrenfest, où il n'y a pas d'interférences, l'analyse semi-classique permet de bien
décrire la densité spectrale et l'évolution des ondes. Mais cet intervalle de temps est extrèmement
court, et pour t� tE il n'y a encore que des conjectures.
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L'étude du chaos quantique repose sur des modèles de chaos classiques, et il y a des questions
ouvertes importantes concernant ces derniers modèles, commes les applications partiellement hy-
perboliques, ou les �ots hyperboliques.

Quelques remarques à retenir :
� Le chaos classique de la particule a une forte empreinte sur le comportement ondulatoire
(si la longueur d'onde l� L est plus petite que la taille de la cavité), et rend le comportement
de l'onde très complexe (encore mal compris).

� L'équation des ondes est une équation linéaire, et en �chaos quantique�, il n'y a pas à stric-
tement parler de sensibilité aux conditions initiales. La sensibilité aux conditions initiales
s'arrête à l'échelle de la longueur d'onde l.

� De façon équivalente, le régime semi-classique pour un paquet d'onde est t < tErhenfest,
dé�nit par eλtE l = L. Au delà, il faut utiliser l'heuristique des matrices aléatoires, qui est
très performante, mais qui attend toujours une justi�cation.
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