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P(x,hD) = —h*A + V(x)
sous les hypothéses suivantes :

Hypotheses
» On considere |'opérateur de Schrodinger semiclassique sur L2(R"), n > 1,

(H) V:R" — R s'étend en une fonction holomorphe dans

S={xeC; |Imx| <dx)}.
(D) Pourunp>1, V(x)=0(x)""), quand |x| — o0, x € S.

n AQ
(M) V(x)=E - Iij2+0(x3), Eo>0avec 0 < A\ <--- < A,
j=1

(TS) L'ensemble capté a énergie Ey est K(Ep) = {(0,0)}.

e V admet alors un unique maximum global en x = 0, et p est de type
principal hors de (0,0) dans p~1(&).
e P est auto-adjoint de domaine H2(R").
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Géométrie au point critique

» On a di0)Hp, = < diag()\f?. LA2) g > avec pour valeurs propres les
+A1, ..., EA .

> Par le théoréme des variétés stable/instable, il existe deux variétés lagrangiennes

Ai € =Voi(x)= i%)\ - x + O(x?) pres de (0,0),

stables sous le flot de H,,.




Définition des résonances
» On définit les résonances de P par distortion analytique :

e Soit F € C°(R",R") tel que, pour Ry < Ry,

F(x)=0si|x| < Ryet F(x) =xsi |x| > Ry.
Pour 1 € R, on définit U, : L>(R") — L*(R") par

Uud(x) = [det(1 + pdF (x))["2p(x + pF(x))

Alors U,P(U,)~! est un opérateur différentiel 3 coefficients analytiques en 4,

qui peut s'étendre a des 1 complexes assez petits (dépendant de 4).
e On pose Py = U;jgP(Ujy)~ L. Le spectre de Py est discret dans

Sy ={zeC; —20 < argz < 0}.
De plus si 8 > 0, o4isc(Pg') NSy = d4isc(Po) N Sp.

e Les résonances de P sont les éléments de ['(h) = o(Py) N Sy.
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Introduction Définitions : résonances, projecteur spectral

Le projecteur spectral

1
e SizeTl(h)onnote My, = ~5i /(Pg — ¢)7'd( le projecteur spectral
T/,

associé a la résonance z, ou v est un cercle de centre z ne contenant pas
d’autre résonance.

e La multiplicité d'une résonance z est définie comme le rang de My .

e Pour une résonance simple on a My, = ( -, vg)wpy, et la relation
JMy ,J =Ty, entraine qu'on peut écrire, pour un fp € L2,

Mo, =(",f)fs.
o Nos résultats concernent Iy, comme opérateur de L2, dans L7, i.e
I'opérateur xMy . x ol x € Cg°(R™). On peut supposer supp x C B(0, Ry), et
donc

xMoox = xMox = (-, xf)xfo = (-, xXF)xf

pour un f € L,20€.
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Introduction Résonances engendrées par un sommet

Résonances engendrées par un sommet

Théoreme (Briet-Combes-Duclos et Sjostrand '88)

Pour tout C > 0, et tout h €]0, hg], il existe une bijection by entre
Fo(h) N D(Ey, Ch) et T'(h) N D(Ey, Ch) telle que by(z) — z = o(h), ou

()7{2(}7E071h2(11 —)Aj,c € N}

Définition

On dit que 20 est simple lorsque z8 = z0, entraine a = o’.

e Dans le cas ot z0 est simple, la résonance z,—bp(z°) est simple et admet un
dévelopement asymptotique en puissance entiére de h.

e Le nombre de résonances dans tout disque de la forme D(Ey, Ch) est borné




Estimation de la résolvante

Estimation de |a résolvante

Théoréme

On fait les hypotheses (H,D,M,TS). Pour tout C > 0, il existe K > 0 et hg > 0
tels que si h €]0, ho] et z € D(Ey, Ch),

I(Po—2) Y S h X 11 |z -z
z€r(h)ND(Ey,2Ch)

e Estimation polynomiale de la résolvante dans le complexe en situation
hyperbolique : lkawa, C.Gérard, ...

e Pour z€ R, |z— Ep| < 6, on obtient ||(P—2z)7!| < h~'Inh en appliquant le
principe du maximum semiclassique (Burg). On a la méme estimation sur le
réel dans un cadre C*°(BFRZ '07) (cf. aussi Christianson).

it
S
el
?




Calcul du projecteur spectral Enoncé du résultat principal

Enoncé du résultat principal

Théoréme

On fait les hypothéses (H,D,M, TS). Soit oo € N", tel que z° est simple. En tant
qu'opérateur de L2, (R") dans L2 (R") on a

comp o

— —iz(lal+3) 2 1

_la|—2€ aj+s
N,. = c(h)(-,7)f, avec c(h) = h~l° 2WH>\J./ z)

j=1
ou
i) f(x, h) est localement uniformément dans L?(R"),
if) f(x, h) est solution de I'équation de Schrédinger : (P — z,)f = 0,
iii) f(x, h) est sortante : f = 0 microlocalement prés de chaque point (x,&) tel
que |x| >> 1, cos(x, &) < —3.
iv) f = d(x, h)e#+*)/" microlocalement prés de (0,0), or d(x, h) € S(1) est un
symbole classique vérifiant

400
d(x, h) ~ Z di(x)W et do(x) = x* + O(xloIH1).
j=0




Calcul du projecteur spectral Enoncé du résultat principal

Quelques commentaires

e Pour x € C§°, ||xM., x|l ~ h~1*I=% : le projecteur n'est pas borné, et sa
norme dépend de la résonance.

e Dans le cas des résonances de forme,
XMz x = XM, x + O(e= /"),

ol I:I;\/a est le projecteur spectral associé a la valeur propre A, du probleme a
un puits correspondant (Helffer-Sj6strand), et ||xM, x| ~ 1.

e On peut penser comparer a notre probléeme a un oscillateur harmonique
renversé (x — e~'™/*x), et imaginer que XM, x ~ c(h)( - ,%a)a avec
o ~ h="/4e=/2h (a=im/4x |\/B)* ce qui semble coincider avec notre
résultat.

e On pourrait essayer de calculer I'état résonant f, par exemple avec des
techniques de type forme normale (Briet-Combes-Duclos, Sjéstrand,

Hassel-Melrose-Vasy). On est alors ramené au calcul de
c(h)™t = [ f3(x, h)dx...

u]
L)
1l
w
it
S
o
i)




, .
Notre stratégie

» Construire un u, pour lequel

1. on sache calculer MNu,, qu’on écrit ¢;f en identifiant I'état résonant f;
2. on sache calculer ¢; = (uq, f);

On obtiendra alors M = ¢( -, f)f, avec c = 1/ .

» On suppose toujours z0 simple. On travaille pour des z dans

Cla, h) = D(2°, Cih) \ D(2°, Cyh)

[0}
tels que 20 est la seule “résonance formelle” dans D(z2, G,h).

@
» On notera que ||(Ps — z) || = O(h~¢) uniformément pour z € C(a, h).




Calcul du projecteur spectral Etapes de la preuve

Une courbe hamiltonnienne bien choisie

> Ay est la variété stable sortante (entrante) : (x,&) € Ay (A_) ssi
exp tHy(x,€) — (0,0) quand t — —oo (+00).

» Plus précisément (Helffer-Sjostrand), si p € A_, et y(t) = exp(tH,)(p),

M
~(t) = Zﬂ/ﬂk(t)e*““ quand t — 400,7,,(t) = Z Vysemt s
k>1 m=0
ol 0 < pg < po < ... sont les combinaisons linéaires a coefficients entiers des ;.
Lemme

Soit J(a) = {j € [[1, n]], o # 0}. Il existe une courbe v =, C A_ telle que,
pour tout j € J(a) U {1},

’Y)\j = FY/\j,O # 0'

» La construction 7, repose sur le fait que, puisque z° simple, pour j € J(a),
Aj = A - (B entraine |3 = 1 (toujours vrai pour j = 1).
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Calcul du projecteur spectral Etapes de la preuve

Dans la zone entrante

» On peut construire v(x, z, h) = b(x, z, h)e"®)/" une solution BKW de
(P — z)v = O(h*) dans une couronne autour de 0 € R”, avec
L VY + V(x) = E.
2. Ay NA_ =, avec intersection transverse, ou Ay, = {(x, Vi)(x))}.
3. b(x,z,h) = ZJ o bi(x, )W + O(hN*1) uniformément pour z € D(Eo, Coh).
4. b et les bj sont C* en x et holomorphe en z € D(Ey, Coh)

» On pose u, = [P, x]v, et w = (Py — z)"tu,, ol x € C§°, x = 1 prés de 0. On
note que

1
Mu, = (P(/ —z) Ua,dZ =

dz.
2/7 2iT was

Proposition

Dans un voisinage de (0, 0),
1. w = 0 microlocalement prés de tout p € A_ \ 4.

2. w = v microlocalement pres de tout p € 7.




Calcul du projecteur spectral Etapes de la preuve

Au point critique

» On a
(P—2z)w=(Py — z)w=[P,x]v=0 dans un voisinage de 0,
w = v microlocalement prés de p € v, N {|x| = 4},
w = 0 microlocalement prés de p € (A N {|x| =6}) \ Ya,
lwll = O(h=¢).

(BFRZ '07), donne une représentation de |'unique solution w microlocalement
prés de (0,0), dont on déduit la

Proposition

Microlocalement pres de (0,0), on a

+oo
MNuy(x) = w(x, z) dz ~ hz ol gie+(x)/h i (0)/h 3i(x)H,
J

Jj=0

 2im

avec 1/1(0) — thoo ¢(Xa(f))7
R jled+1

n
= _WEO’O(X)XQ E(_Afév)a’»gj = Men).




Fin de la preuve
» On pose
1
f(x) = ——=Mu,

x) = d(x, h ele+(x)/h
i) = . )

jled+1
ou ci(h) =

=~ 200(0)(-Ag ) kil O
(2m)za!

et ce f vérifie les points i) a iv) du Théoreme.

> Il reste a calculer

o (h) = (ua, F) =([P, X]be™/", deie+/h) + O(h™)

- / B(x, h)d(x, h)el ) =e-(N/hgy | ()
_ / (£, )l PO =0 <OV hy | O(h>)

par un calcul de phase stationnaire dans les variables transverses a . On
remarque que ¥(x(t)) — ¢—(x(t)) = 1(0) pour tout t € R et on conclut en
calculant I'intégrale du terme principal du symbole r(t, h) ~ 3"

+oo

j=0 rj(t)h%l-w
] = =
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Définition de I'amplitude de diffusion
» Si p > (n+1)/2, alors pour tous w,d # w € S"71, et tout E > 0, Il existe un
unique u € L% _(R") tel que

{ Pu = Eu,

u(x, h) = el V2Exw/h A(w, 0, E, h)
quand |x| — 400 avec

ef\/ﬁx.e/h
|
X
[x|
est I'opérateur

x|("=D72 + o(|X|(1_n)/2)a

= 0. A est I'amplitude de diffusion a énergie E pour la
direction entrante w et la direction sortante 6. La matrice de diffusion a énergie E

S(E,h) = I +2imc(E, h)A: L2(S"1) — L2(S"1).
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Applications Le résidu de I'amplitude de diffusion

Définition de I'amplitude de diffusion
» Si p > (n+1)/2, alors pour tous w,d # w € S"71, et tout E > 0, Il existe un

unique u € L2 (R") tel que
Pu = Eu,
{ u(x, h) = eVZExw/h 4 (w0, E, h)% + o(|x|=m/2),
= =0. A est I'amplitude de diffusion a énergie E pour la

quand |x| — +o0 avec
direction entrante w et la direction sortante 6. La matrice de diffusion a énergie E

est I'opérateur
S(E,h) = I +2imc(E, h)A: L2(S"1) — L2(S"1).
» Dans le cas général la matrice de diffusion S(E) peut &tre définie a I'aide des
—itP/h 4itPo/h

opérateurs d'onde
Wi =s—Ilime
t—+oo

L'opérateur de diffusion S = W} W_ commute avec Py, et S(E) s'obtient en

diagonalisant S sur la mesure spectrale de Py

@ .
S= ]:E’%(/w S(E,h)dE) Feh, Fenf(w) = chne /Rn e_"/ﬁ“”’x)/hf(x

=] (=)
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Prolongement de |'amplitude de diffusion

» Pour E réel, et V a courte (longue) portée,

A(w,0,E, h) = itE"= (P — (E + i0)) " e®*/ht, e/®/"t;) + hol.

ol les tj et ¢; sont des symboles et des phases construits par Isozaki et Kitada
» Pour V & support compact, avec x1 < x2 € C§°(R"),

n—2

A(w,0,E, h) = itE"Z (P — (E + i0)) "[R4, ya]e’VE*“/h [, x1]e/VE<0/hy

On prolonge a z complexe par (C.Gerard-Martinez dans le cas a longue portée)

Aw, 0,2, h) = inz"= (P, — 2) T[4, x2]eVZ </ [ A, x1]eVZ0/h)
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Le résidu de I'amplitude de diffusion
» On obtient

Res(A(w, 0, z, h),z = z,)

_I’]T( )(n 2/2<|—| [hZA XQ]GI\/wa/h [hZA X1 ]e/\/zZX 0/h>
C(h)(F, WA, xa]e"V=x M) ([ A, xo]eVZx/h F)
» Résultats connus

e Lahmar-Benbernou, Lahmar-Benbernou-Martinez

séparées

| Res(A(z),z = z0)| = a(h)[Im 2|, a
e Stefanov, Michel

le cas du puits dans l'isle

=2 at
pour les résonances tres proches du réel, isolées et bien

Res(A(z),z = z)

=O(h"T

7 | Im z)).
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Applications Le résidu de I'amplitude de diffusion
Hypotheses géométrique

» Soit w # § € S"L.

» On note A (/\(’;) les points de T*R" situés sur toute trajectoire qui part a
I'infini dans la direction w quand t — —oo (direction 6 quand t — +00).




Applications Le résidu de I'amplitude de diffusion

Calcul du résidu

> Si v (t) = (xx(t),&x(t)), on a xx(t) =D )sy gffk(t)e%*kt quand t — o0, ol
0 < p1 < pp < ... sont les combinaisons linéaires a coefficients entiers des \;.

x_(t) =gy e e M1+ 0(e ), t — 400,
xi(t) = g €M1+ O(e™)), t — —o0.

Théoreme

‘
’

Res(A(w, 0, z, h), z = z,) = ht+3-lali(S-+5)/h E w, 0,2z, )W
Jj=0
avec

1 . _
ao(w, 0, z) = 75(27r)"/2/§*|a|(EO)("*2)/2 HX'XJ 1/2

s D+|g>\ Hg)\ [(AvAw) 3/2H

ou S sont les actions classiques le long de v+ et D4 # 0 les déterminants de
Maslov correspondants.




Applications Comportement du groupe de Schrédinger

Evolution quantique

Théoreme

Pour toute fonction x € C§°(R"), et toute € C§°(R) supportée pres de Ey,

xe I E(PY = > xRes(e /"R (z, h), z = z,)xf(P)
Zo € D(Ey, Ch)

Imz, > vh

_|_O(hoo) +O( —k(v) 7ut/h)

— Z Xefltz(,/hxl—luxf( )+O(hx)+0( (v l/t/h)
2, € D(Eo, Ch)
Imz, > vh

quand tous les z° de la somme sont simples.

> il existe C > 0 tel que le premier terme domine si CIn1/h <t < MIn1/h.
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Applications Comportement du groupe de Schrédinger

» Résultats connus :

Lax-Philips et Vainberg (cas non-captif),

Tang-Zworski (cas captif pour des résonances trés proches du réel),
Petkov-Stoyanov (groupe des ondes pour obstacles convexes),
Christiansen-Zworsky, Guillarmou-Naud (géométrie hyperbolique),
Nakamura-Stefanov-Zworski (puits dans ['ile).

» Une autre application : le groupe des ondes pour De Sitter-Schwartzchild.
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