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DURÉE: 2 HEURES.

Les réponses données doivent être soigneusement justifiées.
Documents autorisés. Calculatrices, ordinateurs, téléphones portables interdits.
Tourner la page. Le sujet se poursuit au verso.

Notation: On note ∆ε le disque ouvert de centre 0 et de rayon ε > 0.

Exercice 1. Soit P ∈ C[X, Y ] un polynôme de deux variables tel que P (0, 0) = 0 et
∂P
∂Y

(0, 0) 6= 0. En utilisant le théorème des fonctions implicites, montrer qu’il existe
ε > 0 et f : ∆ε → C holomorphe tel que f(0) = 0 et P (z, f(z)) = 0.

Exercice 2. Soit ω ∈ R. Calculer la transformée de Fourier suivante :

R̂(ω) =

∫ +∞

−∞
eiωx

x

(x2 + 1)2
dx.

Exercice 3. Soit U ⊂ C un ouvert du plan complexe. Soit K b U un compact à
bord C1 par morceaux. Soit f ∈ O(U) une fonction méromorphe sur U sans zéro ni
pôle sur ∂K. Soit φ ∈ O(U) une fonction holomorphe. Calculer:∫

∂K

φ(z)
f ′(z)

f(z)
dz

en fonction des valeurs de φ aux zéros et pôles de f contenus dans l’intérieur de K.

Exercice 4. Soient deux fonctions holomorphes b, c ∈ O(U) définies sur U un ou-
vert connexe de C contenant 0. On note b(z) =

∑+∞
n=0 bnz

n c(z) =
∑+∞

n=0 cnz
n les

développements de Taylor de b et c en z = 0.
On considère l’équation différentielle (E)b,c suivante:

y′′ − b(z)y′ − c(z)y = 0.

Dans le cas particulier où il existe B,C ∈ C tel que b(z) = B
1−z et c(z) = C

(1−z)2 , on

note (E(B,C)) = (E)b,c.

(1) Soit y(z) =
∑+∞

n=0 anz
n ∈ C[[z]] une série formelle solution de (E)b,c. Ex-

primer, pour n ∈ N, an+2 en fonction de b0, . . . , bn, c0, . . . , cn, a0, . . . , an+1.
En déduire que l’espace S des solutions de (E)b,c dans C[[z]] est un C-espace
vectoriel de dimension 2 et que C : y 7→ (a0, a1) est un isomorphisme de S sur
C2.
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(2) En déduire que l’espace (E)b,c(U) des f ∈ O(U) qui sont solutions de (E)b,c
est un espace vectoriel de dimension inférieure ou égale à 2.

(3) Montrer que les solutions de (E(B,C)) dans C[[z]] sont combinaisons linéaires
de {(1−z)α1 , (1−z)α2} ou bien de {(1−z)α, (1−z)α log(1−z)} où α1, α2, α ∈ C
sont des nombres complexes qu’on précisera.

(4) On suppose que

B = sup
n∈N
|bn| < +∞ C = sup

n∈N

1

n+ 1
|cn| < +∞.

Soit y(z) =
∑+∞

n=0 anz
n ∈ C[[z]] une série formelle solution de (E)b,c. Montrer

que:
∀n ∈ N |an| ≤ |a∗n|

où y∗(z) =
∑+∞

n=0 a
∗
nz

n est une solution de (E(B,C)) qu’on précisera.
(5) Supposons enfin que U = ∆1. Montrer que les sommes des solutions de (E)b,c

dans C[[z]] définissent des fonctions holomorphes sur ∆1. (Indication; on
pourra commencer par traiter le cas où l’hypothèse de la question précédente
est satisfaite). En déduire que l’espace (E)b,c(∆1) est de dimension 2.

(6) Donner un exemple où la dimension de (E)b,c(U) est 0, resp. 1.


