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Les réponses données doivent étre soigneusement justifiées.
Documents autorisés. Calculatrices, ordinateurs, téléphones portables interdits.
Tourner la page. Le sujet se poursuit au verso.

Notation: On note A, le disque ouvert de centre 0 et de rayon € > 0.

Exercice 1. Soit P € C[X,Y] un polynome de deuz variables tel que P(0,0) =0 et
2—5(0,0) # 0. En utilisant le théoréme des fonctions implicites, montrer qu’il existe
e>0 et f:A.— C holomorphe tel que f(0) =0 et P(z, f(z)) =0.

Exercice 2. Soit w € R. Calculer la transformée de Fourier suivante :
+00

R(w) = / L
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Exercice 3. Soit U C C un ouvert du plan complexe. Soit K € U un compact a
bord C' par morceaux. Soit f € O(U) une fonction méromorphe sur U sans zéro ni
pole sur OK. Soit ¢ € O(U) une fonction holomorphe. Calculer:

f'(2)
oK ?z) f(2)

en fonction des valeurs de ¢ aux zéros et poles de f contenus dans lintérieur de K.

dz

Exercice 4. Soient deux fonctions holomorphes b,c € O(U) définies sur U un ou-
vert connere de C contenant 0. On note b(z) = > 120 b,z" c(2) = Y720 c,2™ les
développements de Taylor de b et ¢ en z = 0.

On considére l’équation différentielle (E)y,. suivante:

y' = b(2)y —c(z)y = 0.
Dans le cas particulier ot il existe B,C € C tel que b(z) = £ et ¢(z) =
note (E(B,C)) = (E)p,.
(1) Soit y(z) = 372 a,2" € CJ[z]] une série formelle solution de (E)y.. Ea-

n=0
primer, pour n € N, a,.o en fonction de by, ..., by, Coy- . CpyQoy -y Qpit-
En déduire que Uespace S des solutions de (E),. dans C[[z]] est un C-espace

vectoriel de dimension 2 et que C : y — (ag, aq) est un isomorphisme de S sur

Cz.
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En déduire que Uespace (E)y.(U) des f € O(U) qui sont solutions de (E)y.
est un espace vectoriel de dimension inférieure ou égale a 2.

Montrer que les solutions de (E(B, C)) dans C|[z]] sont combinaisons linéaires
de {(1—2)*", (1—2)*2} ou bien de {(1—2)*, (1—2)*log(1—2)} ot ay, g, x € C
sont des nombres complexes qu’on précisera.

On suppose que

B =sup|b,| < 4+o0 C =sup len| < +o0.
nenN neN T 1
Soit y(z) = .72 a,2" € C[[2]] une série formelle solution de (E),.. Montrer

que:

VneN |a,| <|ay|
ot y*(2) = S ak 2" est une solution de (E(B,C)) qu’on précisera.
Supposons enfin que U = Ay. Montrer que les sommes des solutions de (E)p,.
dans Cl[z]] définissent des fonctions holomorphes sur Ay. (Indication; on
pourra commencer par traiter le cas ou [’hypothese de la question précédente
est satisfaite). En déduire que l'espace (E)p (A1) est de dimension 2.
Donner un exemple ot la dimension de (E),.(U) est 0, resp. 1.



