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Convergence de suites de fonctions holomorphes
M. Triestino, L. Lazrag

Exercice 1. (Théoréme de Hurwitz) Soit O C C ouvert connexe et {f,} une suite de
fonctions holomorphes sur () qui converge uniformément sur les compacts vers une
fonction holomorphe f.

a) On suppose que les f, ne s’annulent pas dans Q). Montrer que ou bien f ne s’annule
pas, ou bien f est identiquement nulle.

b) On suppose maintenant que les f, sont injectives. Montrer que f est soit injective ou
bien constante. (Théoreme de Hurwitz)

Exercice 2. (Lemme de Kcenigs) Soit f une fonction holomorphe au voisinage de 0 telle
que f(0)=0et0 < |f'(0)| <1.Onpose f, = f" = fo...o f (nfoix) et A = f'(0).

fn(z)| < (IAl + €)"|z| pour tout z € D,(0).

a) Soit € > 0 il existe r tel que (|A| — €)"|z| <

b) Utiliser I'estimation |f(z) — Az| < Clz|* (pourquoi est-elle vraie ?) pour montrer que si ¢
est assez petit, la série ). [@,41 — @,| converge normalement en D,(0), ott ¢, = f,,/A".

c) Montrer qu’il existe une fonction holomorphe ¢ au voisinage de 0 telle que ¢(0) = 0,
¢’(0) = 1 et que vérifie 'équation fonctionnelle de Schroder

P(f(2)) = Ap(2).

Exercice 3. Soit (2 un ouvert connexe borné de C, f une fonction holomorphe de 3 — Q.
On suppose que f admet un point fixe 2. On note f, la n® itérée de f.
a) Calculer f,(a). En déduire que |f'(a)| < 1.

b) On suppose f'(a) = 1.
— On suppose que f # Id. Montrer qu’il existe une constante ¢ # 0 et un entier k > 2
tel que pour tout n on ait

fa(z) =z +nc(z - a) +o ((z — a)k>

au voisinage de a.
— En déduire que f est I'identité.

c) On suppose que |f'(a)| = 1. Montrer qu’il existe une suite croissante p, tel que f’(a)"
converge vers 1. En déduire que {f,} admet une sous-suite {g,} qui converge vers
l'identité uniformément sur tout compact.

d) Montrer que |f’(a)| = 1 si et seulement si f est un biholomorphisme de €.
e) Montrer que si |[f’(a)| < 1 alors {f,} converge vers a uniformément vers tout compact.
Exercice 4. Soit K un compact de C. On suppose que I'ouvert C— K possede au moins une

composante connexe bornée O. Sia est un point quelconque de O, montrer que la fonction
z — -1 n’est pas uniformément approchable sur Q par des fonctions polynomiales.



Exercice 5. (Théoreme % de Koebe) On considere une fonction f : D;(0) — C avec

f(0) = 0. Le Théoreme de I'application ouverte dit que f(D;(0)) contient un disque de

centre 'origine. On cherche une famille de telles fonctions qui ait la propriété qu’il existe

r > 0 tel que D,(0) C f(D1(0)).

a) Trouver une suite de fonctions f, (qui vérifient les hypotheses) telle que 1/n ¢
fa(D1(0)). Calculer les f,(0).

b) Soit f.(z) = €(e?’¢ — 1), montrer qu’on ne peut pas trouver un r pour cette famille de

fonctions. Observer que f/(0) = 1.

On suppose en plus que les fonctions sont injectives (on note S 1’ensemble de ces
fonctions). Le Théoreme de Koebe affirme que r = 1/4 convient et est optimale.

a’) Soit g définie par
(z) = _z
Ty

Montrer que f € Setque f est une fonction biholomorphe avec image C—]—oo, —1/4].
Donc D;y/4(0) est le disque maximal de centre 0 contenu dans 1'image. Calculer le
développement en série de Laurent en 0.

b’) (Théoréme del’aire) Soith : D;(0)—{0} — Cholomorphe injective (on dit univalente)
avec un pole simple en 0, de la forme

h(z):%+b0+blz+bzzz+...

Calculer I'aire de la région C—h(D,(0)—{0}) (r €]0, 1[) eten déduire que Y, , nlb,|* < 1.

c’) Montrer que si f(z) = z + 4,2°> + a3z + ... € S, la fonction z — 1/4/f(z?) est bien
définie comme fonction méromorphe impaire sur D;(0) avec un pole simple en 0 et
son développement en 0 est donné par

1 [75) :
——=z+ Z ¢z
z 2 -

Montrer qu’une telle fonction est injective et utiliser le Théoréme de 1'aire pour
montrer que |a,| < 2.

d’) Soit f € Setw ¢ f(D1(0)), on définit

_ wf(2)
9(z) = —

Montrer que g € S et que son développement en 0 est donné par
(z)—z+(a +l)22+
g = 2 w ce

En déduire que |w| > 1/4.



