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Singularités et calcul d’intégrales
M. Triestino, L. Lazrag

Exercice 1. Classifier les singularités isolées des fonctions suivantes et dire 1’ordre des
poles.
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Exercice 2.

a) Soit Q) ouvert connexe, w € Q), f : () — {w} — C holomorphe injective.

Montrer que w est une singularité soit effacable, soit d’ordre 1 (pour f). Montrer que
si w est une singularité effacable, alors le prolongement holomorphe de f a ) est
encore injectif.

b) Soit f : C — {0} — C — {0} holomorphe injective. Montrer que f = az*! aveca # 0.
En particulier, toutes les applications holomorphes injectives définies sur C — {0} sont
surjectives.

En déduire quesi f : C— {0} — C est holomorphe injective alors son image est égale
a C — {w} pour un certain w € C.

c) Soit () un ouvert connexe borné, w € Q). Montrer que les automorphismes (biholo-
morphes) de Q — {w} sont égaux aux automorphismes de Q qui fixent w.

Exercice 3. Soit R = P/Q € C(z) une fonction rationnelle avec deg Q > deg P + 2. Montrer

que
Z rés,R = 0.
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Exercice 4. Soit R = P/Q € R(X,Y) une fraction rationnelle telle que Q(x,y) # 0 si
x* + y* = 1. On peut alors considérer
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b) Soient a, b réels avec a > |b|, calculer
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Exercice 5.
a) Soient p, g € R tels que le polyndme x> + px + g n’ait pas de racines réelles. Calculer
f+oo dx
e X2Hpx+q

b) Montrer que
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c) Considérer un secteur circulaire pour montrer que si n € N et a € R sont tels que
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Exercice 6. Soit f une fonction holomorphe sur C—{ay, ..., a4} eta; ¢ Z. On suppose qu'il
existe M, R > 0 tels que |22 f(z)| < M si |z| > R. On pose

d) Calculer

9(2) := meotg(nz) f(z), h(z) := f (2).

a) Montrer que les séries ),> . f(n) et Y7 (—1)" f(n) convergent.
b) Calculer rés,g et rés,h pour tout n € Z.
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c) Montrer que sin > max{R, |a;|} alors
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ou Q, est le carré défini par

d) Utiliser la formule des résidus pour montrer que
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e) En déduire quesia € C - Z, alors
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f) De méme, calculer
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Attention :la fonction 1/z* posséde un pole en 0.

Exercice 7.

1. Soit h une fonction méromorphe sur C ayant un pole simple en a € C. On note y,
le chemint — a +re, 0 <t < .

a) Etablir:
lim f h(z)dz = int Res(h, a).
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b) Calculer I'intégrale :

c) Calculer la transformée de Fourier de x —

2. Pour a €] — 1,1, calculer I'intégrale :
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Exercice 9. Considérer la région Qy := {0 < Réz <1, 0 < Imz < Y} pour Y — oo.

a) Montrer que

1
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b) En déduire I'égalité fol log sin(mtx) dx = —log 2.



