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1. Variétés, applications différentiables, fibrés vectoriels

1.1. Variété

Une variété €* est un objet sur lequel on souhaite pouvoir faire les mémes calculs diffé-
rentiels que sur R”. Pour calculer une dérivée, il suffit de connaitre la fonction dans un voisi-
nage du point considéré, donc on va munir une variété d'une structure locale héritée de celle
de R™. Par exemple, sur la figure 1, on observe que la courbe de gauche se recoupe en p donc ce
n'est pas une variété : en effet, un voisinage méme petit du point double p n’a pas la topologie
d’un intervalle de R. Par contre la courbe de droite est une variété : tout point admet un petit
voisinage qu’on peut identifier avec un intervalle de R (remarquer a cette occasion que ceci
n'est plus vérifié pour les grands voisinages : il y a toujours une dialectique entre phénomenes
locaux et aspects globaux qui font apparaitre la topologie ou la géométrie de la variété).

S D

- o

Fic.1: A gauche : ce nest pas une variété; a droite, c’est une variété

1.1.1. Définitions.

Etant donné un espace topologique M une carte (ou application de coordonnées locales)
est la donnée d'un ouvert U ¢ M, d’'un ouvert V C R” et d'un homéomorphisme ¢ : U —
V. Lapplication réciproque s’appelle une paramétrisation de U. Un atlas est une collection
de cartes (Ux, @ «) qui recouvrent M. La régularité de I'atlas est donnée par la régularité des
applications de recollement (ou changements de cartes). Formellement, on donne la

DEFINITION 1.1. — Un atlas de classe €" de M est un recouvrement de M par des ouverts Uy
sur lesquels sont définies des cartes @ 4 telles que:

1. M C |J Uy (les Uy recouvrent M) ;
8.4

2. Qu: Uy — Vy est un homéomorphisme de Uy sur un ouvert Vy de R" ;

3. SiUyg = UxnUpg #+ D, alors pup = (pgo (p&l)\q)a(UaB) est un difféomorphisme de classe
€P sur pp(Uyp) (ce quia bien un sens car @ «p est définie d’un ouvert deR" dans un autre
ouvertdeR"™).
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Deux atlas sont équivalents si leur concaténation produit un nouvel atlas de méme classe,
ce qui revient a demander que les changement de cartes d’'une carte d'un atlas vers une carte
de l'autre atlas aient la bonne régularité.

DEFINITION 1.2. — Une variété (€% ) de dimension n est la donnée d’un espace topologique
M, et d’une classe d'équivalence d'atlas' (de classe €*).

Les variétés que je considérerai dans la suite seront en outre localement compactes, et dé-
nombrables a 'infini — cette hypothese technique ayant pour seul but de m’assurer |’existence
de partitions de 'unité lorsque j'en aurai besoin. Si on préfere 'analyse complexe a I’analyse
réelle, on peut choisir C* comme modele local, et demander que les changements de carte
soient holomorphes. On définit ainsi une variété analytique complexe. Pour fixer les idées, nous
considérerons ici une application de C" dans C” comme holomorphe si les p applications co-
ordonnées sont complexe-analytiques, i.e. si elles se développent localement en séries entiéres
dans les n coordonnées de C".

Exemples :

1. Tout ouvert Q de R” est une variété de dimension n, avec comme atlas 1’application iden-
tité définie sur 'ouvert Q.

2. S = R/(21Z) le cercle est une variété de dimension 1, avec comme atlas Uy = {0 =
0[2m]} et Uy = {0 + 1 [217]}, les applications ¢ consistant a prendre la détermination
de I'angle respectivement dans les intervalles ]0,27r[ et ] — 7r,77[. Le changement de carte
est une application affine, donc €.

3. Le tore T? = R?/Z? est une variété de dimension 2, avec par exemple comme atlas :

U__={(xy):x=0[1],y = 0[11} U_+ ={(x,y): x+0[1],y = 0,5 [1]}
Ui ={(xy) :x =051,y # 0[1]} U++ = {(x,y):x = 0,5[1],y = 0,5 [1]}

les applications ¢ consistant a prendre le représentant de la classe d’équivalence de
(x,y) respectivement dans les intervalles

10,1[x10,1[, 10,1[x]0,5,1,5[, 10,5,1,5[x10,1[, 10,5,1,5[x10,5,1,5[

donc les changement de cartes sont des translations. En identifiant C a R2, on constate
que T? admet une structure complexe car les similitudes de R? (ici des translations) sont
évidemment holomorphes.

4. Lasphere §2 = {x = (xl,xz,xg) € R3 : ||x||? = 1} est une variété de dimension 2. On
prend par exemple comme atlas les 6 ouverts U;” = {x € s% : +x! > 0} qui recouvrent
S? puisque || x||? = 1 entraine que 'une au moins des coordonnées x; de x soit non nulle,
et on définit les homéomorphismes @ par:

7 Us - {(xy)e R?: x> +y% < 1}

i
X - (...,)?,',...)

c’'est-a-dire que I'on projette sur I’hyperplan défini par 'annulation de la i-eme coordon-
née de x. Montrons par exemple que les cartes @3 et @, sont compatibles sur

Uy nU;, ={xeR>:|x|]|=1x3 > 0,xp < 0}.

1. On voit facilement qu'’il existe un atlas maximal dans lequel on a mis tous les atlas compatibles entre eux. La
donnée d’une classe d’équivalence d’atlas est par conséquent équivalente a celle d'un atlas maximal.



6 1. Variétés, applications différentiables, fibrés vectoriels

Onaici (pg(x) = (x1,x2) et @, (x) = (x1,x3) donc:

(@) xy) = (x, — 1 - x2 = y2)
P30 (@2) 1 (xy) = (6, — 1 - 2% - y2)

avec rappelons-le x> + y* < 1. Donc 3 o (@, )~ ! est un difféomorphisme @ de

et:

@5 (8% N X < 0,x3> 0}) = {(xy) 1 ¥ +)* < 1}

sur
P3(5% N {xp < 0,x3 > 0}) = {(x,) : x* +y* < 1}.

Bien que S? soit de dimension paire, I'atlas ci-dessus ne nous fournit pas de structure
complexe.

Exercices :

1. Unautre atlas de S” est donné par les deux projections stéréographiques définies comme
suit: la projection stéréographique de péle nord Tt+ est 'application qui envoie tout point
p de S™ excepté le pole nord sur le point du plan équatorial aligné avec le pole nord
et p. On définit de méme la projection stéréographique de pole sud. C’est un exercice
facile de donner les expressions en coordonnées de ces deux applications. Il y a un seul
recollement. Il est antiholomorphe : peut-on pourtant donner une structure holomorphe
a $"? Peut-on trouver un atlas de S comportant moins de cartes que celui qui vient
d’étre construit?

2. RP" = { droites de R""1} = R™1\ {0}/R*, est une variété de dimension n. RP" est
recouvert par les n + 1 ouverts Uy = {[xo : ... : x5] : xx = 0} (0 < k < n), ou
[xo : ... : x,] désigne la classe d’équivalence de (c’est-a-dire la droite engendrée par)
(xo, ...,Xn), etles cartes

X1 Xk-1 Xk+1

Xn
(pk:(xﬂ!--'!xn)_'(i"'f ’ r"'ri)-
Xk Xk Xk Xk

Vérifier que les cartes sont compatibles.

Remarque : RP!, I'ensemble des droites du plan, s'identifie au cercle S!, il suffit de multiplier les
angles par 2. Par contre RP? ne s'identifie pas a %, on peut voir RP? comme un hémispheére dont
on identifie les points diamétralement opposés sur I'équateur.

Vérifier qu’on définirait de méme les variétés complexes CP" = c"tly {0}/C*.

1.1.2. Applications #*.

On peut étendre la notion d’applications ¢~ ou holomorphes a des variétés en regardant
I'expression de I'application dans les coordonnées locales données sur toute carte de I’atlas. En
d’autres termes, on considere que les applications de coordonnées locales sont des difféomor-
phismes locaux, et que les théoremes de composition restent valides dans ce contexte.

DEFINITION 1.3. — Soient M et N deux variétés de dimension m et n, munies d’'atlas respec-
tifs px et pg.
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Une application f de M dans N est dite €* si et seulement si les applications g o f o oy
sont €% lorsqu’elles ont un sens (rappelons que ces applications sont définies d'un ouvert de R™
dans un ouvert de R").

Une bijection f entre M et N est un difféomorphisme € si f et f~! sont des applications
€*. En particulier, s'il existe un difféomorphisme entre M et N alors m = n.

On note €% (M,N) (resp. € (M)) l'ensemble des applications €> de M a valeur dans N
(resp. R).

Si M et N sont des variétés complexes, on définira de méme les applications holomorphes
entre M et N. On notera Hol(M,N) (resp. Hol(M)) l'ensemble des applications holomorphes de
M vers N (resp. C).

On vérifie que deux atlas sont compatibles si et seulement si I'application identité est un
difféomorphisme de M muni d'un des deux atlas sur elle-méme muni de I'autre.

1.1.2.1. Expressions en coordonnées locales. — Si on se donne une application f : M —

R, et un atlas (Uy,@«) sur M, on a une collection d’applications fy = f o @ ' : V4 — R avec
Va = @a(Uy) C R qui vérifient

fa= fpo@upsilng = @. (1

Réciproquement, la donnée d'une collection d’applications ( f) vérifiant les conditions (1)
détermine de facon unique une application de M dans R.

Exemples:

1.

$2 - RpP?
f:{

x = [x]

est €%, localement inversible, mais pas globalement inversible (puisque deux points
diamétralement opposés de la sphere définissent la méme droite). Par exemple, on a:

A1 —x2 —y2
P20 fo (@D ') = @2(f(1 - x2 - y2xy) = (fy%)

qui est bien @ sur x> + y*> < 1,x # 0.
2. Toute application méromorphe sur C définit une application holomorphe de C dans

CP!. En effet, si F est méromorphe sur C, elle s’écrit comme le quotient de deux appli-
cations holomorphessur C: F = ra qui ne s’annulent pas simultanément. L'application

F: ¢ - cpP!
x = [f(x):gx]

est donc bien définie. On a évidemment (avec les notations de la page 6) @1 o F = F pour
les points d'image finie par F. Vérifier que réciproquement la donnée d’une application
de Hol(C,CP!) est équivalente a celle d'une fonction méromorphe.
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Exercices :

1. Enidentifiant habilement les 2 cartes de CP! et celles de $? (projections stéréographiques),
construire un difféomorphisme, et une application biholomorphe entre ces deux varié-
tés .

2. Montrer que I’ensemble des matrices inversibles GL,(R) est une variété. Soit A une ma-
trice n X net:

fa:G— fa(G) =G 'AG

montrer que f4 est €~ de GL,(R) dans M,(R).

3. Montrer que tous les tores T” sont difféomorphes entre eux, mais qu'il y a une infinité de
structures complexes sur chaque tore réel de dimension paire. [Indication : les applications
holomorphes sont conformes.]

1.2. Fibré tangent

1.2.1. Espace tangent.
On va donner une définition abstraite de I’espace tangent a une variété en commencant
par interpréter les vecteurs de R” comme des dérivations de fonctions de €% (R").

Soit f : R"” — R une fonction ¢* dans un voisinage de m € R" et soit v € R" un vecteur,
on leur associe la dérivée de f selon ven m:

f@m+tv) - f(m)
[ )

v(f) =lim
N Hm
soit, en coordonnées locales :

0
v(f)=) viajf(m) = dp f ().
i=1 !

On peut voir 'action de v comme celle d'une fonctionnelle (que I’on note encore v) de f (en
fait sur les germes de fonctions €* au point m), qui vérifie les propriétés de linéarité et de
Leibniz (au point m) :

vA f +pug) = Av(f) + pv(g) (@)

v(fg) = f(m)v(g) + g(m)yv(f). 3)
On appelle dérivation une telle fonctionnelle. Réciproquement, si une dérivation @ vérifie
les propriétés (2) et (3), alors montrons que @ s’'interprete comme l’action d'un vecteur v.

On observe d’abord que @(1%) = 2@(1) donc (1) = 0 puis par linéarité @ est nulle sur les
constantes. Soit maintenant f : R” — R une fonction ¢* dans un voisinage V = B(my,¢) de
my € R", posons pour m € V :

g() = f(my + t(m — mp)).
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La fonction g est @* sur [0,1], donc

1
f(m) =g 8(0) +/O g (nadt

n 1 a
F(moy > (m = mo); / an(mo +1(m — mo))d.
i=1 0w

Donc, par linéarité et en appliquant Leibniz:

0
al(mo +r(m — mo))dt}|m=my-
Xi

n 1
e(fH)=> ((m- mo)i){/o
=1

Finalement::

n
of
PM) = D@m= (mo) = v([),
i=1 !
ol v a pour coordonnées @ (m;) dans la base canonique.

1.2.1.1. Notation. — On note a% le i-eme vecteur de la base canonique. Ce qui se justifie
par le fait que
n n
0 of
v= Vi— =SV = vi——(m).
I; o N I; i3 (™

Revenons maintenant au cas d'une variété quelconque. On note &, (M) 'ensemble des
fonctions® de M dans R qui sont @ sur un voisinage de m.

DEFINITION 1.4. — Llespace tangent T, M en un point m de M est 'ensemble des dérivations
au point m sur €y, (M).

PROPOSITION 1.5. — T,, M est un espace vectoriel de dimension n = dim M. De plus le fi-
bré tangent TM = Upyepim) X T, M, est muni canoniquement d'une structure de variété de
dimension 2n.

Remarque. — Lidentification entre vecteurs de R" et dérivations sur €, (R") qui vient
d’étre discutée revient a identifier canoniquement 7,,,R" et R” en tout point m.

Démonstration. — Les dérivations étant des formes linéaires sur €, (M), elles héritent
des lois d’espace vectoriel correspondantes. Il suffit de voir que la condition de Leibniz (3) est
préservée par combinaison linéaire. Considérons la carte (U,x) de M avec m € U, a valeurs
dans 'ouvert V de R". On peut lui associer I'application x : T,,M — R" qui applique v sur:
¢ (R - R

“x(m)

f = X ()(f) = v(f °x).

On observe que x, est unisomorphisme entre T;,,M et Ty(,)R" =~ R" car x fournit une identifi-
cation entre €, (M) et i”;‘(’ m) (R™) (par définition méme des applications #* sur une variété :

Xk (V) : {

2. Plus rigoureusement, on préférerait parler de I'espace des germes de fonctions > sur M au point m: ce sont
les classes d’équivalence de couples (U, f) ol u est un voisinage ouvert de m, et f € @~ (U); avec la relation
U.N~V.eeiWwcunV: fiw =gw.
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définition 1.3). Donc dim T;,M = n. Ala carte x est associée canoniquement une base de T;,, M
dontle i-éme vecteur est (xy) ! (%) Lorsqu’il n’'y a pas de confusion possible, on note encore

cette base 3. Ceci est Justlﬁe par le fait que pour les fonctions coordonnées x; la valeur de

v(x;)estvisiv=> j vkm. On peut d’ailleurs exprimer x4 en coordonnées par :

X 1 V= (V(x1),...,v(xp)).

Structure de variété sur TM : A tout couple (m,v) de T M, on associe :
Tx(m,l}) = (x(m))x* (U))y

T x définit une application de coordonnées locales sur les couples (m,v) pour m € U,v €
T,,M, a valeurs dans R?". Ces ouverts recouvrent entierement T M, I'union disjointe de tous
les espaces tangents. Montrons que les changement de cartes sont €, ce qui achévera de
démontrer la proposition. On considére maintenant deux cartes x et y définies simultané-
ment sur un ouvert U de M. On se donne donc (x;;,&) dans I'image de Tx et on calcule
Tyo Tx (o) = (Ym»B). Notons (m,v) = (Tx) Y (xp,x), donc m = x~1(x,,) et:

Ty o Tx ' (m,e) = ((v © X ) (xm), v(1), - - ., v(In))-

Comme M est une variété, il est clair que yox~! est @ en x,,. [l reste a exprimerles B = v(yx)
en fonction des «; = v(x;). Pour m € M voisin de my d’'image x,, par la carte x, on a:

ye(m) = ye(mg) = (y o X N eCm) = (7 0 x N mg)
= Z(-xm xﬂ'Io)l/ a(y all ) ——— (A - Dxpm + txy,) dt.

Xi

Donc:

Ay o oy
Be= 000 =3 uis l)w=zﬂai.

0x;
i=1 ! i=1

Finalement 8 = v(yx) est une combinaison linéaire a coefficients @* des «;, la matrice de
I'application linéaire qui permet de passer du vecteur « au vecteur j est la matrice :

Dy _ (i @
Dx Xk ) ix

qui est inversible car x — y(x) est un difféomorphisme #*.

Si v a pour coordonnées o dans la base 9/0x ; et B dans la base 9/0dy j, « et B sont reliés par
la formule (4) donc en faisant « = (0, ...,0,1,0,...,0) (i.e. ; = §;j pour i € [1,n]), on obtient:

0Yk .0 3y 2
Br=5— soit — = (5)
oxj oxj 6x j ayk
Remarque. — Lorsque la variété est représentée comme sous-variété de RY, on peut éga-

lement voir un vecteur tangent a M comme la dérivée d'une courbe sur M en un point m.
Laction sur les fonctions est alors évidente (on dérive la restriction de la fonction a la courbe),
mais la structure d’espace vectoriel est un peu moins naturelle.
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Exemple. — Les groupes classiques de matrices (inversibles, orthogonales, unitaires) ont
des structures de variété, ce sont d’ailleurs des sous-variétés de [R"2 ou (C"Z. Les espaces tan-
gents en l'identité sont alors respectivement toutes les matrices, les matrices antisymétriques
et les matrices antihermitiennes. La structure de groupe permet d’identifier les espaces tan-
gents en d’autres matrices avec ces espaces vectoriels de matrices.

DEFINITION 1.6. — Soient X et Y deux variétés, soit f : X — Y une application € dans
un voisinage de x € X et soity = f(x). On définit I'application linéaire tangente a f en x:
I f : tX — T,Y enposantpourv € T, X et g € %/y‘”(Y):(Txf(v)) ®=v(ge f).

On vérifie en effet aisément que Ty f(v) € T,Y.

PROPOSITION 1.7. — Ty f est une application linéaire de T X dans T,Y . Lorsque f est €% de
X — Y, on peut définir l'application tangente T f : TX — TY par:

Tf: (xv)yeTX - ((fx)Lf@)eTyY.

La linéarité est évidente et le caractére € se montre en coordonnées locales. Signalons la
propriété suivante qui résulte trivialement de la définition.

ProposITION 1.8. — Si X,Y et Z sont trois variétés, et f : X — Y, g:Y — Z deux applica-
tions €%, ona:

Ti(g° f) = Tf(x)go I f.

Exemple. — Lapplication f4 définie sur GL,(R) par f4(G) = G_'AG admet pour appli-
cation tangente en G:
Tg fa(M) = G 1AM - G 'MG L AG.

DEFINITION 1.9. — LorsqueY = R c’est-a-dire lorsque f : X — R, la composante linéaire de
T f senoted f et est appelée différentielle de f.

Remarque. — 1l faut garder a I'esprit que l'espace tangent en m dépend du point m. Il est
donc en général impossible d’isoler la composante linéaire de 1'application linéaire tangente.
Dans le cas de R, I'espace tangent ne dépend pas du point, ce qui permet de définir la diffé-
rentielle : ce serait possible plus généralement si Y = R” ouméme si TY est un fibré trivial (cf.
section 1.3).

Exercices :

1. Retrouver les deux propriétés bien connues du calcul différentiel usuel : une application
dont la différentielle est identiquement nulle est localement constante ; la différentielle
s’annule en un point ou f admet un extremum.

2. Sip:V — U C M estune paramétrisation, montrer que T, est surjective sur Ty, (x)M
pour tout x.

3. Si f estune application ¢ de R” dans R, constante sur une variété M C R”, montrer
que TM C kerd f.
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1.2.2. Espace cotangent.
Soit m € M. On définit3 I'espace cotangenten ma M :
T M={dnf, [ € €M)}

C’est également le dual de T;,M car toute forme linéaire de T;, M est la différentielle d'une
fonction €, (M) (il suffit de le montrer en coordonnées locales, et dans le cas d'un ouvert de
R", il suffit de prendre pour f la forme linéaire elle-méme).

PROPOSITION 1.10. — T, M est un espace vectoriel de dimension n = dim M. De plus
T*M = Upem{m} x T,; M, le fibré cotangent de M, est muni canoniquement d'une structure
de variété de dimension 2n.

Remarque. — Si f est a valeurs complexes, sa différentielle d,, f a un sens en tant que
qu'élément de T, M ®g C. Sil’on décompose f en parties réelle et imaginaire, la différentielle
« complexifiée » se décompose de la facon correspondante.

Démonstration. — Soit (U,x) une carte de M contenant m. On en déduit une carte dite
carte naturelle de T* M définie sur U ey {m} x T, M :

0 0
T*x: (mdnf) e T*M ~ (e, f (50, ol f (5 0) = @O oy (S o x~ ).

Il reste a vérifier que deux cartes naturelles sont @* compatibles surleur domaine commun de
définition. Soit donc y une autre carte de M et déterminons T*y o (T*x) ™. Soit (x(m),x) €
R%", (m,dy, f) son image réciproque par T *x, et (y(m),B) I'image de (m,d,, ) par T*y. On
a: 5 5
y(my) = (yox Y(x(m)), B= (dmf(a—), cdm f(5 ).
N Vn

Comme les cartes x et y sont compatibles, y o x~! est @*. Il reste 4 exprimer $ de maniére @
en fonction de « et de x(m). Pour cela, on utilise la linéarité de d,, f etle changement de carte

pour un vecteur tangent (5) :
n

0 _ Z axi 0
0Vk  “= OVk 0X;
d’out!’'on tire:

ou encore :

qui est bien une fonction ¢~ de « et de m.

3. Il existe une définition plus algébrique du cotangent T, M. Notons @, 0(M) I'espace des germes de fonctions
€> en m qui s'annulent en m. C’est 'idéal maximal de &, (M). Son carré est 'espace des germes dont la dérivée

s’annule en m (a cause de la relation (3)). Le quotient & ((M)/ (W;‘,j,o (M))2 s'identifie donc naturellement aux
développements de Taylor a I'ordre 1 des germes de @, ,(M), donc a I'espace T,;; M que nous avons défini. Cette
définition-ci al’avantage de conserver un sens dans un contexte ol la différentielle n’est pas bien définie. Le tangent
en m est alors défini comme I'espace vectoriel dual.
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Exercice. — Nous avons donc donné un sens bien précis aux notations dx; et 0/0x; sur
un ouvert de cartes : la premiere signifie la différentielle de I'application de i-éme coordonnée
locale, tandis que la seconde s’'interpréte comme un vecteur tangent en m. Justifier la relation
suivante :

"D
dmf=zg-fdx,-. (6)
=1

En particulier, montrer que la base duale de 0/0x; est donnée par les dx;, et qu’'on retrouve la
« dérivée partielle » de f sous cette forme:

of _ o0
Tm_dmf(aix,)_aix,f

1.2.3. Dualité tangent-cotangent.

Par définition de d f on a dy f (v) = v( f), ce qui définit* la dualité entre TM et T* M.

En général, il n'y a pas d’isomorphisme canonique entre TX et T*X. Il est nécessaire de
disposer d’'une donnée supplémentaire qui est une forme bilinéaire non dégénérée sur T X
(par exemple une forme symétrique dans le cas des variétés riemanniennes ou une forme an-
tisymétrique pour une variété symplectique).

On a vu qu’étant donnée une application @ : X — Y, on peut définir Ty : T, X — T,Y.
Par dualité, on peut définir 7, @ : T,*Y — T*X :sidy f € T,”Y, on pose

T @(dy f) = de(f © @).

On vérifie que T, @ et Ty* @ sont bien duales 'une de l'autre:si v € T, X,

[T ®(dy FIW) = dx(f o @)(W) = v(f o @) = Te@)(f) = dy f[Te@ )] @)

Mais il n’est pas possible de définir une application T*@ : T*Y — T*X en général car si
y € Y, on ne sait pas s’il admet un antécédent unique par . Lorsque @ est injective, on peut
définir T* @ sur

T*Y = Uyepuy (¥} X T,/ Y.

1.2.4. Sous-variétés.

DEFINITION 1.11. — Soit M une variété de dimension n. On dit que N est une sous-variété
de M si on peut choisir un atlas (Ux,p«) de M tel que pour tout ouvert de carte Uy l'image de
N n Uy par @« soit l'intersection d’'un sous-espace affine de R avec @ (Uy) = Vy. En d'autres
termes, il existe pour tout point p € N un ouvertde carteU C M contenant p et des coordonnées
locales (x1, . . .,xp) sur U telles que N n U soit donné par l'équation x;+1 = - - - = x, = 0.

Exemples :

1. Tout ouvert d'une variété M est une sous-variété de M de méme dimension (prendre
m = n dans la définition ci-dessus!).

4. Le second membre ne dépend que de dy f car f estdéterminée a une constante pres, v étant une dérivation,
elle annule la constante. Cette observation est utilisée dans tous les calculs qui suivent.
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n+l

2. lasphere S” est une sous-variété de R”*!. On prend comme carte de R"*! sur 'ouvert

la fonction:

+ —_ —
(pl_(x) - (xll e Xi—1,X +

etsur Up = {||x||®> # 1} on prend la carte identité. On recouvre bien R™1 et I'image par
@; de U N S" est:

([RX...xRx{O}XRX"'XR)m(p?(Uii)'

Remarque. — Ladimension de I’espace affine estindépendante du point de la sous-variété
considéré, elle dépend uniquement de la composante connexe. En effet, la dimension est lo-
calement constante, car si on change de carte, les deux cartes permettent d’obtenir un difféo-
morphisme entre deux espaces affines qui ont donc méme dimension. Donc une sous-variété
d’une variété est une variété de dimension la dimension de I’espace affine.

Si on se donne deux variétés M et M’ de dimensions m et m’, le produit cartésien M x M’
est encore une variété de dimension m+ m’ (M est alors une sous-variété de M x M’). On peut
ainsi construire de nombreuses variétés. L'énoncé suivant permet de fabriquer la plupart des
exemples courants:

THEOREME 1.12. — Soit f : U C R" — RP une application de classe €. Si la différentielle
de f est surjective, alors ses fibres X, = f~'(b) non vides sont des sous-variétés de R". On dit
dans ce cas que [ est une submersion.

Si la différentielle de f est injective (auquel cas on dira que f est une immersion) et f est
ouverte sur son image, alors l'image f (U) est une sous-variété de RP. On dira que U est plongé
dansRP : f réalise alors un plongement.

Démonstration. — La premiére propriété est une conséquence immédiate du théoreme
des fonctions implicites. En effet, I'hypotheése nous dit que, le long de X, la différentielle de
f estderang p:il y a donc au voisinage de chaque point de X;, p dérivées partielles de f li-
néairement indépendantes. Grace au théoreme des fonctions implicites, on peut alors écrire
les p coordonnées correspondantes comme fonction des n — p restantes, ce qui revient a pa-
ramétrer cet ouvert par un ouvert de R”~P. Sur un ouvert ou1 deux systémes de coordonnées
« implicites » existent, le théoreme des fonctions implicite permet de voir chaque coordonnée
comme fonction > des n — p choisies pour le paramétrer : il est par conséquent évident que
le changement de carte est ¢~. Maintenant, quitte a renuméroter les f;, on peut définir I'ap-
plication

F: R™ - R"
x1,-.0xn) = (X1, X p 1((X1, .0 XR0) = by oo fp((X1, -2, X0)) = bp)
qui est un difféomorphisme local de R” car sa différentielle ne s’annule nulle part. F définit

donc une carte sur chaque ouvert ot elle est injective, et dans les coordonnées (y1, . . . ,y,) cor-
respondantes, on a bien que M est donnée par les équations y,—p+1 = - - - =y, = 0.
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La deuxieme propriété est plus simple: si dy f est injective, on peut compléter le systeme
libre (dy f1,...,dyx fn) en une base de T,;* R? ('hypothése implique p > n). Pour ce faire, on
utilisera p — n combinaisons linéaires d fy+1,...,d fpdes dx;,i = 1,...,p quis’étendent natu-
rellement en différentielles au voisinage de x. Si f est ouverte sur son image, f(R") estlocale-
ment homéomorphe a R”, d’autre part, le théoréme d’inversion locale appliqué a ( f1,..., fp)
nous permet d’affirmer que la fonction f ainsi définie est une carte sur R” = R” x RP~", Dans
les coordonnées locales induites sur R”, on aura f(R") donné par les équations fp+1 = - - - =
fp=0. O

Par exemple, le cercle est une sous-variété de R> comme image réciproque de 1 par :
fiRP\{0} = R, f(x)) = 2%+~

Par contre, le dessin a gauche de la figure 1 ne peut étre une ligne de niveau d’'une fonction de
rang constant car on aurait nécessairement d f = 0 au point double ( f serait constante dans
deux directions indépendantes en p) : un exemple simple de ce phénomene est donné par la
fonction

.2 -3 .2
R =R, f(xy)=x -y
Le théoreme de plongement de Whitney [Die7o, Probléme 2, p. 182] affirme en outre que
toute variété de dimension 7 peut étre vue comme une sous-variété de R?"*1,
Le théoreme qui suit généralise les deux énoncés précédents.
THEOREME 1.13 (du rang constant). — Si X,Y sont deux variétéset f : X — Y, on appelle

rang de f enx € X lerang de l’application (linéaire) Ty f : T X — Tpxy)Y. Alors, si [ estde
rang constant, ses fibres Xy, = f~ () non vides sont des sous-variétés de X .

De plus, si [ est ouverte sur son image, f(X) est une sous-variété de X .

Le casou f estde rang maximal se réduit facilement au théoreme 1.12. Voir [Die7o, (16.8.8),
p-42] ou [Mal72, p. 58] pour une démonstration du cas général.

Soit M une sous-variété de N. Alors T M est canoniquement une sous-variété de TN, en
effet si v € T;;,M, on peut le voir comme un vecteur de T;;, N en définissant son action sur
f € €,,(N) par restriction: v( fip). Si x est une carte de N dans laquelle M a pour equatlon
X] = -+ = x§ = 0alors Tx est une carte de TN dans laquelle T M a pour équations x; =

* = Xp = U1 = -+ - = v = 0ou (vg) désigne les coordonnées de v dans la base (9/0x,).

Exemple. — Considérons S? et un point (x,y,z) € S° situé dans I'ouvert de la carte :

P (xp2) — (x—+1-y2 - 22y,2).

Soit v un vecteur de Tiy,HR?, alors v € Ty, S si v(x — /1 — y? — 2%) = 0 doncssi:

Uxt vy + v, —0

y
J1-92 -2 \/1— -

ou (vy,vy,v;) désignent les coordonnées de v dans la base canonique (0x,0y,0;). Finalement
VE TixyzMsi:

xvx tyvy +zv; =0
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que I'on peut réécrire sous la forme :
df(w)=0

ot f(x,y,2) = x*> + y* + z% est la fonction de rang constant au voisinage de S?, telle que $? =
7.

Ce fait est général: si f est une application de rang constant (c.f. le théoreme 1.13), et si
m € f~Y(b) alors T,,X;, = kerd,, f (voir la proposition 1.20 pour le cas de rang maximal, et
[Die7o, (16.8.8), p.42] pour le cas général). On peut replacer les observations de cette section
dans le contexte plus adapté des fibrés vectoriels et de leurs morphismes. C’est ce que nous
présenterons dans la section suivante.

1.2.5. Variétés a bord.

Les variétés ¢ sont le contexte naturel pour le calcul différentiel. On a cependant sou-
vent besoin d’avoir des informations sur leur bord pour des problemes d’intégration ou de
régularité. Par exemple un ouvert borné dans une variété est une sous-variété, mais son bord
(au sens topologique, i.e. sa frontiére) n'est a priori qu'un espace topologique fermé. La no-
tion de variété a bord permet de préciser la régularité du bord. Accessoirement, on s’apercoit
ici que le recours a la géométrie différentielle est inévitable, méme du strict point de vue de
I'analyse dans R” ou C” car le bord d’'un ouvert d'un espace affine n’a aucune raison d’étre
(difféomorphe a) un ouvert d’'un autre espace affine.

On définit une variété a bord selon le méme principe que pour une variété sans bord, mais
I'espace modele est maintenant un demi espace de R”. On note H"” = {(x,...,x;) € R" :
x; < 0}. On dit qu'une application de H” dans R” est € si elle admet un prolongement ¢
aun ouvert de R” contenant H".

DEFINITION 1.14. — Un espace topologique séparé M est une variété a bord €~ de dimen-
sion n s'il existe une collection (Uy,® «) 0olt, pour chaque &, Uy est un ouvert (leur union recouvre
M), @« un homéomorphisme de Uy sur un ouvert Vo de H" telle que les changement de cartes
Pup = (pg o q)&l)\qm(UaB) et leurs réciproque Qg soient € au sens ci-dessus.

On dit qu'un point de M est intérieur s'il est contenu dans un ouvert de M dont l'image par
une application de carte est un ouvert pour la topologie de R". Le bord de M est le complémen-
taire, dans M, des points intérieurs. On le note oM (parfois aussi bM dans une certaine presse).

Le tangent a M est défini en tout point (y compris ceux du bord) par laremarque que les pa-
ramétrisations (p&l sont €~ donc s’étendent au voisinage des points de H"”, et (p&l K (TH™) =
o «(R™) est donc bien défini. (Une autre fagon de dire la méme chose est de remarquer que
la jacobienne d'une application différentiable est déterminée par I'image de deux directions
indépendantes, et qu’on dispose de ceci, méme au bord d’'un demi espace.)

Remarque. — Une variété au sens de la définition 1.2 sera désormais dite variété sans bord.
C’est un cas particulier de variété a bord dont le bord est vide (un ouvert de H" peut trées bien
étre simultanément un ouvert de R").

Les propriétés suivantes résultent de la définition :
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PROPOSITION 1.15. — Si M est une variété a bord de dimension n, l'ensemble de ses points
intérieurs a une structure naturelle de variété (sans bord) €* de dimension n. Le bord oM a
quant a lui une structure naturelle de variété de dimension n — 1 s'il n'est pas vide.

Pour des raisons topologiques évidentes le bord de M est constitué des points qui s’en-
voient par les @, dans le « bord » {x; = 0} de H". Il est par suite évident que la restriction des
@« alintérieur de M définit un atlas sur M \ oM. Les @ définissent par restriction a dM des
cartes sur des ouverts de {x; = 0} ~ R"" 1. Les @ «p induisent alors des difféomorphismes dans
ces restrictions.

La proposition suivante fournit les exemples usuels de variétés a bord :

PROPOSITION 1.16. — Si M est une variété € (sans bord) de dimensionn, et f : M — R une
application € dont la différentielle ne sannule pas le long du lieu de ses zéros, alors M¢o =
{x € M: f(x) < 0} est une variété a bord de dimension n.

Le fait que 0(Mgo) = {x € M : f(x) = 0} est une variété de dimension n — 1 est une
conséquence du théoreme 1.12. La démonstration en est identique, a ceci pres qu'’il faut rem-
placer une égalité par une inégalité.

Remarque. — Toute variété a bord est définie localement comme ceci car les cartes four-
nissent des coordonnées locales pour lesquelles M N Uy =~ {x; < 0}.

Exemple. — La boule unité de R” est le premier exemple qui vient a I’esprit. Attention, il
n'y a pas de notion holomorphe correspondante! (le bord d'une variété de dimension réelle
n est de dimension réelle n — 1, donc l'intérieur et le bord ne peuvent étre simultanément
des variétés complexes. L'étude du bord des variétés complexes a donné lieu a la théorie des
variétés CR dont il sera un peu question au cours de cette école.

1.3. Fibrés vectoriels

1.3.1. Définition.

La proposition 1.5 nous a permis de munir la collection de tous les espaces tangents a
une variété d’'une structure de variété. Cette structure n’est pas quelconque, puisqu’elle tient
compte de la structure d’espace vectoriel de chaque T,,M, et la préserve : les changements de
cartes ont la forme Ty(;yyy © x~1, ils sont donc linéaires lorsque I'on fixe le point de M. Voici la
définition d'un fibré vectoriel, qui est un cas particulier d'une fibration localement triviale.

DEFINITION 1.17. — Soit M une variété € de dimension n. Un fibré vectoriel E de rang r
au dessus de M est la donnée du triplet (E,M,1) oil E est une variété € de dimension n+ r,
7 : E — M une application €> surjective dont les fibres E,, = 71~ (b) admettent une structure
d’espace vectoriel (de dimension r), et vérifiant la condition suivante : Pour tout m € M, il existe
un voisinage ouvert U de m dans M et un difféomorphisme

p:UXR - }U)

tel que (@ (y,t)) = t quels que soienty € U, t € R’, et que, pour touty € U, l'application
partielle @ (y,-) soit une bijection linéaire de l'espace vectoriel R sur l'espace vectoriel E,. @ est
dite trivialisation locale de E.
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Comme les applications partielles @(y,-) sont linéaires, il existe r applications €% s; :
U — E telles que 1T o s; = Idy pour tout i et @(y,&1,...,&r) = &151(y) + - - - + &:5:(¥). On
appelle le r-uplet (sy, . ..,s) un champ de repéres de E sur U. Les applications s; sont @* sur
U (en fait s;(y) = @(y,e;) en notant ¢; le i-eme vecteur de la base canonique de R").

Notation. — On appelle M la base du fibré E. Lorsque I'on souhaite souligner qu’on parle
de E en tant que variété plutdt qu’en tant que collection d’espaces vectoriels au dessus de la
base, on parle de I'espace total du fibré E. Lespace vectoriel Ey = 1~ !(x) se nomme la fibre
de E au dessus de x. On note Ejy = m1(U) la « restriction » de E a U. Un fibré est dit trivial
s’il admet une trivialisation globale, c’est-a-dire si 'on peut choisir U = M dans la définition
ci-dessus. E|;y est donc trivial.

Si Uy et Ug sont deux ouverts de trivialisation pour E, @« et @g les trivialisations locales
correspondantes, on obtient sur Uy N Ug = Uyg une application (pgl o @ qui laisse les points
de la base invariants. On en déduit pour tout y € Uxg un automorphisme de transition Tg(y)
qui agit bijectivement et linéairement sur R" en écrivant (pl;1 o (&) = (,Tga - &). Les ap-
plications Tg décrivent la facon dont on recolle les fibres d’une trivialisation locale a I'autre.
Pour étre cohérentes, elles doivent vérifier la relation de cocycle Tyg o Tgx = Ty« sur les ou-
verts Uy N Ug N Uy. En fait, un fibré vectoriel E de rang r au dessus de M est équivalent a la
donnée d'une collection d’ouverts de trivialisation Uy et a une collection d’automorphismes
Tgx : Uxp — GI:(R") pour chaque couple «,f tel que Uy N Ug = Uxg # & qui vérifient la
condition de cocycle®.

Remarque. — En remplagcant @* par holomorphe, et en prenant comme espace vectoriel
de référence C", on définit de méme un fibré vectoriel holomorphe au dessus d'une variété
complexe. La structure de variété holomorphe sur I'espace total du fibré est évidente des que
I'on remarque qu'une application linéaire est holomorphe si et seulement si elle est C-linéaire.

Exemples :

1. Lesvariétés M x R" sont des fibrés triviaux pour tout r. Le tangent a R” s'identifie natu-
rellement au fibré trivial R” x R”.

2. Les fibrés TM et T*M sont triviaux sur les ouverts de carte de M. En effet, on peut re-
formuler la démonstration de la proposition 1.5 comme ceci:siy : V — U C M estune
paramétrisation d'un ouvert U de M, alors Ty : TV ~ T[R{‘"V = VXR" = TyyMy est
une trivialisation de T M au dessus de U. On a de méme que T* g est une trivialisation
de T* My d’apres la proposition 1.10.

3. Un fibré sur un ouvert contractile est toujours trivial. Un fibré sur S! est par conséquent
trivial sur un ouvert omettant au plus un point de S!. Par exemple, le fibré tangent a S!
est trivial (Ex. 2 ci-dessous), mais le fibré tangent a S? ne I'est pas. Lexercice 3 donne un
exemple de fibré non trivial sur S'.

Exercices :

1. En utilisant un atlas de M et les trivialisations locales de E, exhiber un atlas de E.

2. Montrer que le fibré tangent a T" est trivial.

5. Ceci donne une identification entre les classes d’isomorphismes de fibrés vectoriels sur M et la cohomologie
de Cech du faisceau constant GI(R") sur M en degré 1.
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3. On recouvre S! par les deux ouverts Uy et Uy;. Comme Uy N Uy est composé de deux
composantes connexes, on peut définir un fibré en droites L sur s! trivial sur Uy et Uy,
de telle sorte que les automorphismes de transition soient 1 sur une des composantes,
—1 sur 'autre (les automorphismes de R sont les multiplications par une constante non
nulle). Montrer que ce fibré n’est pas trivial. Montrer que 1'espace total de ce fibré est
difféomorphe a la bande de Mobius (telle que définie par [BG72, Exercice 5.9.11, p. 202]).

1.3.2. Sections, morphismes.

DEFINITION 1.18. — Une section du fibré (E,M,1) est une application €~ s : M — E telle
quet o s = Idp. On notel (U ,E) l'espace des section € de Ey. 1l a une structure naturelle
d’espace vectoriel.

On peut voir une section comme une application, de M dans R”, mais dont le but bouge en
meéme temps que l'origine. Localement, le fibré étant trivial, une section peut toujours s’iden-
tifier 2 une telle application. En composant @ ! avec la projection sur le facteur R” du produit
cartésien Uy X R” on définit une application @« : Ejy, — R’ telle que Tgx © Y« = Yg. On
en déduit qu'une collection d’applications sy : Uy — R” définit une section de E sur M si et

seulement si la condition de compatibilité suivante est vérifiée :
TBx © Sx = Sg. (8)

Exemples :

1. Un champ de vecteurs sur une variété M est par définition une section de T M. La dualité
entre TM et T*M permet d’identifier les applications de TM — R qui sont linéaires
sur les fibres avec les sections de T* M (également appelées champs de 1-formes) et de
méme les applications de T*M — R qui sont linéaires avec les sections de TM (les
champs de vecteurs).

2. De méme que le graphe d’'une fonction de R” dans R” définit une sous-variété de R"*7
on peut voir une section comme une sous-variété de E, a laquelle la projection 1T se
restreint en un difféomorphisme sur M.

3. Comme une application linéaire conserve le vecteur nul, les équations s, = 0 données
sur tous les Uy vérifient bien les conditions (8). Elles définissent par conséquent une sec-
tion globale de E sur M : la section nulle. A I'aide de cette remarque, on peut fabriquer
des tas de sections @ non nulles d’un fibré vectoriel : il suffit de prendre une section
«* a support® compact dans un des ouverts Uy, et de la prolonger par 0. On peut en-
suite prendre des combinaisons linéaires arbitraires de telles sections. Par contraste, de
nombreux fibrés vectoriels holomorphes n’ont aucune section holomorphe non nulle !

Exercice. — Montrer qu'un fibré en droites est trivial si et seulement s’il admet une section
globale qui ne s’annule pas. Prouver soigneusement que toute section du fibré non trivial sur
s! défini au § précédent s'annule en au moins un point.

Remarque. — Les fibres d'un fibré vectoriel (par exemple le cotangent ou le tangent a une
variété) sont des espaces vectoriels de méme dimension, mais il n'existe pas d’isomorphisme

6. On appelle support d'une section 'adhérence de 'ensemble des points de M ou elle n’est pas nulle. Il faut
prendre garde au fait que « zéro » est la seule « valeur » d'une section d'un fibré vectoriel arbitraire qui soit bien
définie.
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naturel entre elles (c’est par exemple la donnée d'une connexion qui permet de le faire le long
de chemins de la base du fibré).

, . is i . . ” s
DEFINITION 1.19. — Soient E — M,E’ — M deux fibrés vectoriels sur une méme variété M.
Un morphisme de fibrés vectoriels est une application € ® : E — E’ qui préserve les fibres et
qui est linéaire en restriction a celles-ci.

La premiere condition signifie qu’il existe une application ¢ de M dans elle-méme faisant
commuter le diagramme

E 2 F
! !
M 2 M

La seconde signifie que la restriction de ® a la fibre E, en un point définit une application
linéaire ®, : Ey — Eq;(x).

Un sous-fibré F d'un fibré vectoriel E est un fibré dont les fibres sont des sous-espaces
vectoriels de celles de E et qui est localement engendré par rangF sections de E. F est alors
une sous-variété fermée de E, et I'inclusion est un morphisme de F dans E.

Le rang d'un morphisme en x est défini comme le rang de ®,, il n’est pas nécessairement
constant, mais il est toujours semi-continu inférieurement.

PROPOSITION 1.20. — Si® : E — F est un morphisme de fibrés vectoriels dont le rang est
localement constant, alors son image et son noyau sont des sous-fibrés de, respectivement, F et
E.

C’estla version « fibrés vectoriels » du théoréme 1.13, mais le fait que les morphismes soient
linéaires sur les fibres simplifie I'argument. En fait, le théoréme du rang s’appliquant ponctuel-
lement, I'une ou l'autre des deux conclusions implique 'hypothese.

Démonstration. — On suppose doncrang®, = p Vx € M. Le probléme est clairement lo-
cal. Soit (s, . . . ,5) un champ de repéres sur U C M. Alors les combinaisons de ®(sy), ..., 0(s;)
engendrent!'image de ® en chaque pointde U. La condition d’'indépendance linéaire étant ou-
verte, quitte a restreindre U, tous les ®(Ey) pour x € U sont engendrés par une sous-famille
®(s1),...,9(sp), qui peut étre complétée (localement) en un champ de repéres. Ceci prouve
que I'image Uyep®(Eyx) est bien un sous-fibré de F. Maintenant, pour k > p,®(si) est une
combinaison linéaire des ®(s i»Jj=1,...,p.0Onen déduit un champ de repéres de E sur U de
la forme (s1,...,5p,Sp+1 — Z?zl Op+1jSjr--rSr — Z?zl oy jsj). Il est clair que le noyau de ®
est précisément le sous-fibré engendré par les r — p dernieres sections.

1.3.3. Opérations algébriques sur les fibrés vectoriels.
A toute opération algébrique sur les espaces vectoriels correspond une opération analogue

sur les fibrés. Nous donnons ici quelques exemples : une fois assimilés, il n’est pas difficile de
construire tout fibré obtenu de la sorte.
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1.3.3.1. Somme directe. — Soient deux fibrés E; ™M B> 2 M de rang (resp.) 71,72, on
définit la somme directe E; & E; de ces deux fibrés a 'aide des automorphismes de transition
de R"*"2 donnés matriciellement par
1
0 75 8

1.3.3.2. Dual. — Comme nous I’avons vu dans le cas de la dualité tangent/cotangent, les
automorphismes de transition de E* sont, en fonction de ceuxde E : T;};.

1.3.3.3. Produit tensoriel. — De méme, le fibré E; ® E, est donné par les automorphismes
de transition T}, g® T2 gsur R @ R'2 = R™™. On peut ainsi interpréter un morphisme de fibrés
comme une section du fibré des homomorphismes Hom(E;,E) ~ E» ® El*.

Exemple. — On a vu que si X est une sous-variété de Y, alors T X est de facon naturelle
une sous-variété de TY . De plus T, X est le sous-espace vectoriel des dérivations de T, Y qui
proviennent de dérivations de restrictions a X des germes de fonctions en x. TX est donc un
sous-fibré de T'Y|x. Ceci induit une suite exacte de fibrés sur X :

0-TX - TY)x - NX;y -0

ou NX;y =~ TY|x/TX estlefibré normal a X dans Y. Il n'existe pas de fagon naturelle de voir
T* X comme une sous-variété de T*Y . En fait, la suite exacte duale de la précédente :

0~ N*Xyy - T*Yx - T*X -0

montre que T*X est un quotient de T*Y|x. En revanche, le conormal N*X,y de X dans Y est
naturellement un sous-fibré de T*Y| . Cette inclusion peut se voir élémentairement : point par
point, on prend I'orthogonal pour la dualité tangent-cotangent de T, X vu comme sous-espace
de T, X :

N*Xyy ={(x,dy f),x € X,dy f € T}Y : TyX C kerdy f}.

Si on prend une carte @ sur Y telle que X ait pour équations locales p; = - -+ = @ =0
(dim X = n — k), alors (x,dy f) € N*X/y si et seulement si:

-x€X,
- dy f(0/0p;) =0pouri > k.

Donc:
k
of
a =§ —do;
o e

On en déduit que N* X)y est une sous-variété de T*Y de dimension n — k+ k = n = dim N.

Remarque. — S'il existe un isomorphisme canonique entre TY et T*Y issue d'une forme
bilinéaire non dégénérée, N* Xy s'identifie a TX+ = Uyex {x} X (TxX)* ou L désigne l'or-
thogonal pour la forme bilinéaire en question.
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2. Formes différentielles

Dans cette section on généralise le calcul différentiel de R” a une variété. On se ramene
donc systématiquement a R” au moyen de cartes.

2.1. Définition des tenseurs

On va poursuivre le point de vue développé a la section 1.3.2 et considérer la variété
TayM = T*M Xpp - - - Xpg T*M Xpg TM X - - - Xy TM

ot I'on a fait k produits de T*M et [ produits de T M. 1l s’agit ici de produits fibrés, c’est-a-
dire d'une somme directe abstraite des fibres au dessus de chaque point base, non du produit
cartésien des espaces totaux. On appelle tenseur de type (k,/) la donnée d'une application @*
et multilinéaire de Tix, ;)M sur R (i.e. linéaire par rapport a chaque T* M et a chaque T M). Par
dualité, un tenseur de type (k,[) est une section de

TEDM =TM® - - @ TM®T*M®---® T*M.

Selon ce formalisme, les champs de vecteurs sont les tenseurs de type (1,0) et les champs de
1-forme les tenseurs de type (0,1). Les tenseurs de type (k,0) sont dits contravariants, ceux de
type (0,1) sont dits covariants.

A l'aide d’un tenseur de type (k,I) et d'un tenseur de type (k’,I’) on peut construire un
tenseur de type (k + k’,I + 1") en en faisant le produit (tensoriel). Grace a la linéarité, tout
tenseur de type (k,l) est une somme de produits tensoriels de k champs de vecteurs par [ 1-
formes, donc la dimension de T,Slk’l)M est nk*! puisque si T est un tenseur de type (k,1), il
existe n**! réels tels que (en coordonnées locales):

0 0
T= Z T — 8. 9 —od ®- - ®dx". (9)
0y 02Xy
H1yeesMfesV15--» VI E[L, 1]
Lorsqu’on change de systémes de coordonnées, on obtient les nouvelles composantes en fonc-
tion des anciennes en appliquant les formules de changement de coordonnées pour les champs
de vecteurs et de 1-formes (5) et (6) dans (9) :

7 ’ ax ’ ax 7
Pyl _ Uy W o 0Xyy o OXyy g
T, ~= — XX Vievy .
V..V =Vl
1Y) 0xy, OXxy,  0x,  0xy
H1see0 M V15,V €L 1] 1 l

Les composantes d'un tenseur T de type (k,/) sont donc les

ay...ag
Tbl...bl

avecl < a; <n,...,.1< b <n

Convention. — Lorsqu’on a des égalités entre composantes de tenseurs, on utilise des let-
tres romaines comme indice si 1'égalité est valable dans tout systéme de coordonnées (c’est
alors une égalité entre tenseurs) et des lettres grecques si I'égalité n’est valable que dans un
systeme de coordonnées.
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Par exemple, considérons le tenseur dx* Adx® = dx! ® dx? — dx*> ® dx!,ona:
1 2 _ 1 2 2 1
dx’ ANdx)aa, = (dx © dx“)g a, — (AX° ® dX ) g a,

car |'égalité composante par composante est vraie dans n'importe quel systeme de coordon-
nées, pas seulement dans le systéme (x3, . . .,Xx,). Par contre, I'égalité

[(dx' ® dx*)a o] = (dx' @ dxP) o0y

n'est vraie que dans le systeme de coordonnées (x, . ..,Xx;) car ce n'est que dans ce systeme
que toutes les composantes de ce tenseur sont 0 ou 1, donc on utilise les lettres grecques.

On adopte donc pour un champ de vecteur la notation v° et pour un champ de 1-formes
wc .

DEFINITION 2.1. — Soient v et w deux champs de vecteurs. On remarque que l'application :

fe e mR) - v(w(f)) - w(f))

vérifie les criteres (2) et (3), il s'agit donc d’'un champ de vecteurs appelé crochet de Lie des deux
champs v et w et noté [v,w].

En coordonnées, on a:

[vwlf = v(w(f)) - w@(f)
= v(wqf) -~ w(daf)
= v op(wdq f) — wdp(v*da f)
= @Pow® — wPa,va. f,

donc:
[v,w]® = vPo,v® — wha,v" (10)

Remarque. — Il ne faut pas confondre les indices de composantes de tenseur avec d’éven-
tuels indices permettant de différencier plusieurs tenseurs. Par exemple, ci-dessus dx' désigne
une forme différentielle obtenue en prenant la différentielle de la premiére coordonnée, ce
n’est pas la premiere composante d'un tenseur.

2.2. Opérations sur les tenseurs

2.2.1. Produit tensoriel.

11 a déja été défini dans la section précédente, on obtient ainsi une application de 7D M x
T N dans TR+ pp

2.2.2. Contraction.

On suppose que k > 1et! > 1. La contraction permet de définir un tenseur de type
(k-1,1 -1):

a...ag —_ ay...c...aj
Tbl...bl - CT = Tbl...c...bl
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On fixe tous les indices sauf 'indice covariant et I'indice contravariant par rapport auxquels
on va effectuer la contraction. On obtient alors un endomorphisme @ de T M, il est défini en
coordonnées locales par

_ d —_ al...d...ak C
U - (p(l}) Z bl...(,‘...bl

ou plus géométriquement, un tenseur d’ordre (1,1) est une application bilinéaire de T,y M x
T;nM donc si on fixe un vecteur v de T, M on a une forme linéaire sur T, M c’est-a-dire un
vecteur w = @(v) de T, M = (T, M)*.

On calcule alors la trace de cette application linéaire. On a ainsi défini un tenseur d’ordre
(k — 1,1 — 1). En coordonnées locales, on a:

M1 HEg—1 — IJl--~/\~~-IJk 1
Ccmsel = Y T
Ae[l,n]
ce qui justifie la notation que 'on a choisie pour le tenseur CT.

Pour les tenseurs entiérement covariants ou entierement contravariant, on peut définir les
opérations de symétrisation et d’antisymétrisation.

2.2.3. Symétrisation.

Si on compose un tenseur covariant (ou contravariant) avec une permutation des [ es-
paces vectoriels T;,; M sur le produit desquels il agit, on obtient un nouveau tenseur. On peut
donc construire un tenseur symétrique a partir d'un tenseur quelconque en faisant agir tout le
groupe des permutations de / éléments:

1
T(al...al) = F Z T(lo’(l)...aa.(l)

O’EG[

les parentheses signifient par convention que 'on a symétrisé le tenseur. Le coefficient 1//!
assure que le symétrisé d’'un tenseur symétrique est égal a lui-méme.

Par exemple, le tenseur métrique est un tenseur symétrique de type (0,2). Il est a la base de
la géométrie riemannienne.

Le rang du fibré des tenseurs symétriques covariants d’ordre [ est
cl =card{b:b; < --- < by}

(on rajoute i — 1 a chacun des b; pour avoir des inégalités strictes d’ol le résultat).

2.2.4. Antisymétrisation.

1
T[ul...al] = F Z (_I)E(O—) Tag(l)...ag(l)
) 0'661

ol (o) désigne la parité de la permutation o. Le crochet signifie que 'on a antisymétrisé le
tenseur. Si [ > n, le seul tenseur antisymétrique d’ordre / est le tenseur nul.
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Un tenseur antisymétrique covariant [respectivement contravariant] d’ordre [ est appelé
[-forme différentielle [respectivement /-vecteur]. Le rang du fibré /\l T* M des [-formes diffé-
rentielles est

cl =card{b:b < --- < by}.

2.3. Formes différentielles

Les opérations de produit tensoriel et de contraction se traduisent aprés antisymétrisation
en produit extérieur (A) de formes et produit intérieur d'un vecteur par une forme.

2.3.1. Produit extérieur.

On pose:

— 1 (o)
(T A R)d]...(lt+r - ﬁ(_l) Z Tag(l)...ag(,)Rao(“l)...ag(ﬁr)
o oSG

Par exemple, dans le systeme de coordonnées (xl, Loox™M), (dxl)o(1 = 1six; = 1etosinon,
(dxz)o(2 = 1sixy = 2 etosinon. Donc

(dx' A dx) ooy = Y (DT @x ) yy (A5 e

gei6,y

estnon nul si (x1,x2) = (1,2) ou (2,1) et vaut respectivement 1 et -1. On a donc bien
dx' A dx* = dx' ® dx* — dx* ® dx*

car deux tenseurs qui ont méme composantes dans un systeéme de coordonnées sont forcé-
ment égaux.

PROPOSITION 2.2. — Le produit extérieur a les propriétés suivantes :

Antisymétrie:

RAT=(-1"TAR.

Associativité :
(TARYAS=TARAYS).

Démonstration :
e Antisymétrie.

1
- = E : _11¢é(0)
(R A T)(l1...ﬂ[+r - £ ( 1) Tag(l)...a(,(,)Rag(t.,.l)...ao(ﬁr)'
o €S r+;

On effectue le changement d’indice de sommation :

, 1 r r+1 ... r+t
Oo=0 o
t+1 ... t+r 1 t



26 2. Formes différentielles

d’ou:

1 I’
— § : () et 1.2))
(R A T)ﬂl~-~ﬂt+r - 7 ( 1) ( 1) Tao_/(t+1)...ﬂa_/(t+r)Rao_l(l)...ao_l(r)'
o' €St

Comme
+1...t+rl...0)=¢&@...r+t DH =[(-D"* = (D",

on a bien
(RADay..apey = (T A R)ay...aps,-

e Associativité.

— 1 (o)
(T AR A arar = e 20 DT AR gy ton Saggermnytogarss
OEG ttr+s
_ 1 (o)+e(o")
C(r+0)iriels! Z(_l) Tags oy cotn

X Rag’ oo (t+1) g’ oo (1+1) S“a(t+r+1) Qo (t+r+s)

ottlasomme portesur o € S;4y+5,0" € 0 ({o(1),...,0(t+r)}). Comme S est antisymétrique :

]. rr
= _ § _1\&(@)
Sal"'al s! =1 Sarr"o(r(t+r+1)"'arr”orr(t+r+s)'
o’'eG{o(ttr+l),...o(t+r+s)})

Avec ¢’ et 0’’, on construit une permutation & de {1, ...,t +r+1} quifixe {o(1),...,0(t +r)}
et{o(t+r+1),...,0(+r+s)}.Donc:

— 1 +&(6
(AR A Dar.ar = (r + t)!s!rirls! Z(_l)s(a) @ Tagoo0y oo

a Rﬂ&oa(r+1)~-ﬂ&oa(r+r) S“é’oa(t+r+l)~--aé'oa(t+r+s)

ol la somme porte sur 0,0 € Sy4p45,0 fixant {o(1),...,0( + N}etf{o(@+r+1),...,00 +
r + 5)}. On change d’indice de sommation en remplagcant o par T = & o 0, et on s’apercoit
que la somme obtenue ne dépend pas de G: lorsqu’on somme sur 7, il apparait le nombre de
permutations qui fixent {o(1),...,0(t + N} et{o( +r+1),...,0( + r + s)}, cest-a-dire
sl(r + )!. 1l vient finalement :

((T A R) A S)ﬂl...al = Z (_I)E(T) TaT(l)...aT([) RaT(,+1)...aT(t+r) SaT(t+r+1)...a.r(t+r+5)- (11)

OETt+r+s

r't!s!

La formule ci-dessus ne dépend que de T,R,S, elle serait donc identique pour (T A (R A S)),
on conclut ainsi a I'associativité.

On généralise sans difficultés la formule (11) a un produit extérieur de n formes différen-
tielles de degré quelconque. Par exemple, si (x3, . . . ,X;;) est un systeme de coordonnées locales,
ona:

(dxi1 A ...ci,'xi’c)o(l_‘o(,C =0,lou —1

le résultat est nul si deux au moins des indices iy sont égaux ou si les ensembles {iy,...,i;} et
{oy, ..., } sont distincts et vaut (—1)5(‘7 ) dans le cas contraire, (o désignant la permutation
telle que o (i) = o).
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2.3.1.1. Base des [-formes différentielles. — En coordonnées locales, on peut prendre les
dxil/\---/\dxil, 1<ihi<---<i<n

(ici les i sont des indices permettant de différencier des formes différentielles, ce ne sont pas
des composantes d'un tenseur).

Notation. — Etant donné un multi-indice I = (i,...,i;) € [l,n]k on notera |I| = [la
longueur du multi-indice, et dx'=dx" A -+ Adx,
Remarque. — Les fonctions de M avaleurs dans R peuvent étre vues comme des 0-formes,

les formules précédentes sont alors valables si on définit le produit extérieur d'une p-forme par
une 0-forme comme le produit usuel.

2.3.2. Produit intérieur par un champ de vecteurs.

DEFINITION 2.3. — Soit T un tenseur antisymétrique et v un champ de vecteurs. On contracte
le tenseur sur sa premiere composante avec le champ de vecteurs :

(i(v)T)az...at = Tal...at v,

on obtient ainsi un tenseur de type (0,t — 1) qui est clairement antisymétrique.

Exemple. — Si v a pour coordonnées (v;,1») dans la base duale de la base (dx',dx?,...)

alors:
i(v)(dx1 A dxz) = vldx?® - v¥dx'.

DEFINITION 2.4. — On appelle dérivation d’ordre d € 7 une application linéaire D; définie
de TOD vers TOHD pour tout | telle que pour toutes formes différentielles T et R :

Dy(T A R) = (DgT) A R+ (~1)*T A DyR. (12)
Les dérivations que nous avons vues au § 1.2.1 sont donc des dérivations d’ordre o.

PROPOSITION 2.5. — Le produit intérieur par un vecteur est une dérivation d’ordre -1, i.e. :

i(W)(T AR) = (i(V)T) A R+ (=1)'T A (i(V)R).

Démonstration. —
(T A R)ay..apey = (T AR)ay..ape, V"
— 1 (o) a
- ﬁ Z (_1) Tag(l)...ag(t)Rug(tﬂ)...ag(,ﬂ)V 1' (13)
o 064y

On décompose alors la somme en regardant si k = 0"1(1) e {l,...,ttouaf{t+1,....t +r}
. Dans le premier cas, I'indice a; est dans le tenseur T et dans le deuxieme cas dans le tenseur
R.

e Premier cas.
Si k + 1, on associe a 0 la permutation o0 € &({2,...,t + r}) en posant

o' (ky=oQ), d(P=a(PDij*kij=2
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(sik =1, onpose o’ = o), on peut réécrire o sous la forme :

o= 1 2 i oo koL t+r
oy '@ ... o ... 1 ... oc@+r) )’
Sik + 1,onas(0) = &(o’) +1,donc
_1yé) — (e — (_1yE@)
( 1) Tao'(l)u-uo(t) - ( 1) Tagr(k)aar(z),..agr(k_l)alagr(kﬂ)...agl([) - ( 1) Tala(,/(z).,.agz(l)

car T est antisymétrique. Si k = 1, 'égalité entre les deux extrémes est évidente. Donc la pre-
miere partie de la somme (13) s’écrit :

— 1 g(g—') .
= o > DU Tays -0y Rty gy -t ooy
ceG({2,..,t+r}), 1<kt
t .
= (= DINGEWT) A Rlas..are,

= [(l(v) T) A R]az...a[+r~

¢ Deuxiéme cas.
On associe ¢’ a 0 comme dans le premier cas, et on obtient comme terme général de la somme :

(_1)6(0’)4-1 Ta(r’(k) Ay’ 2y (1) Raa"(t+1)“'ao"(k—1) @18y (k1) Ao (1+1) v
On fait alors le changement d’indice de sommation :
(T:U,o< 2 3 ... t+1 &k )
k 2 ... t r+1
Le terme général s’écrit alors:
ai

N\E(O) 1+t
-1 Ta&(2)~~(l[r(t+1) Raé’(k) g (1+2) A5 (k—1) @ A5 (k+1) A (t+1) Y

On utilise enfin I'antisymétrie du tenseur R, la deuxieme partie de la somme s’écrit :

1 -
3 )@ a
t'r' r ( 1) Tdé—(g)...dé—(ﬁ.l) Ral ué’([+2)-~~a6'(t+r) v
T 5es2,. )

qui est bien égala (=1)' T A (i(v)R).

Remarque. — On définit le produit intérieur d'un vecteur par une fonction comme étant
nul, les formules de ce § sont alors valables pour les formes différentielles de degré quelconque.

2.4. Opérateur d

Sionsedonne f : M — R,alorsd f : TM — R, on peut aussi voir d f comme une section
de T*M. On passe ainsi d’'une forme différentielle de degré o a une forme différentielle de de-
gré 1. On va généraliser I'opérateur d a toutes les formes différentielles. On 'appelle I'opérateur
de différentiation extérieure. On notera dans la suite )’ (M) I'espace des p-formes différen-
tielles @ sur M.

THEOREME 2.6. — Il existe une unique dérivation d : /\l T*M — /\l+l T*M d’ordre 1 telle
que d f soit la différentielle de f et telle que d> = 0. Ona:

t+1

k—
Z(_l) laak Tal...ak_lakﬂ...atﬂ (14)
k=1

d(fdx" A - - Adx*) = df Adx" A--- Adx'k. (15)

(d T)tll 77N
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Démonstration. — Commencons par 1'unicité. Si d et d’ satisfont aux exigences du théo-
réme, alors d = d’ sur les fonctions, de plus

d@dx" A - A dx®y=0=d'(dx" A - A dx'F)
car d? = d’? = 0. Puis::

A(fdx" A - Adx®Y=df Adx" A - Adx'
=d fAdx" A Adx%=d (fdx" A - A dxF),

donc d’ = d car tout tenseur antisymétrique est localement combinaison linéaire finie de
tenseur du type fdx" A --- A dx'*. 1l suffit donc de prouver I'existence locale de d, donc de
vérifier que la formule (14) définit une dérivation d’ordre 1 telle que d®=o0.

t+2
k-1
Z(_l) allk(d T)al...ak_lak+1...at+2
k=1
t+2

Z Z aak((_l)f(]’k)aa] Ta1...aj_laj+1...ak_1ak+1...at+2)

k=1 1< j<t+2, j=k

(dz T)al...a,+2

ol f(j,k)y=j—1sij<ketf(jk)=j—2sij> k. Cequidonned?T = 0 car les termes
(j,k) et (k, j) de la somme s’annulent.

Dernier point a vérifier : d est une dérivation d’ordre 1, i.e.
d(T AR)=(dT) AR+ (-1'T A (dR).

Pour simplifier les notations, on adopte la convention que si on recouvre par le signe “un indice
d'un ensemble d’indice, c’est qu’il faut le retirer de I'ensemble d’indice, par exemple :

ay...A4g...a; signifieay ... ax_1ax+1 - .- ar.

On a alors:
t+r+l
— k-1
d(T A R)ayapres = Y (D 00 (T A R)ay..y.carsye:
k=1
— 1 k—1+e(0’)
= 50 D Bu (Tay 1y ity rany Retor sy rarsny)
oulasommeportesurl < k<t+r+leto’ € o({l,. ..,15, ...,t + r+1}). Remarquons que

sik > t + 2, il faut décaler les indices du terme général de la somme en:

a(lk ( Tao./(l)...ao./(t) Raof t+1) "'ﬁk"'aa'(t+r+1) ) .

On peut décomposer ce terme général en deux, en faisant porter la dérivation sur T ou sur R.
1l s’agit d’identifier avec dT A R dans le premier cas et avec (—~1)! T A dR dans le second. Or,

1

— _1h&(o)ta-1 .
(dT A R)al...at+r+1 - (l_ + 1)"_' Z( ) a“o‘(tx) Taa(l)...ag(u)...aa(tﬂ) Raa(”z)...ag(”,ﬂ)
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ol1la somme porte sur o € G4+ etsur & € [1,¢ +1]. Aun tel couple (o,x), nous allons faire
correspondre un triplet (o, k,c) ol1 ¢’ est une permutation fixant k, qu’on identifie naturelle-
ment avec une permutationde o ({1, ... ,15, ...,t+r+1}:onposek = o()eto’ o(x... k) =0
de telle sort que o soit égale a:

Y S k... ..k o oo k-1 k+1
< k... ok >=< k o(x+1) ... o) o(k+1) ...)°(“"'k)'
Comme (... k) estun cycle de longueur k — «+ 1,on a
go)=¢e(d)+k-a=>¢e(0)+a-1=¢gc’)+k-1.
Le terme général de lasomme de dT A Rdevientsik > t +1

Ra,

W)~ g’ (1) A g’ ()-8’ (1) o (1+1) 0" (k1) Fo’ (k+1)+Co” (t+1+1) "

"+k-1
(~1) e, T, ,
Sik < t+1,leterme général s'écrit :

(_ 1)5(0’ )+kilaak T(,l

o’ (1) Ao’ (a-1) kAo’ (@) -+ A5’ (k1) Ao’ (k+1) Ao (1+1) R“o’(t+2) =8’ (t+r+1)

On déplace ensuite le trou dj a sa place entre @, (x_1y €t dy’(x+1), ON constate que ce terme
général ne dépend plus de «, on somme donc par rapporta « € [1,¢ + 1] qui donne un facteur
t + 1 que l'on simplifie avec 1/(¢ + 1)! en 1/¢! et on obtient le terme général de la somme de
d(T A R)lorsqu’on fait porter la dérivation sur T'.

De méme,

— x—t—1
(T A dR)al...ﬂ[+r+1 - m Z(_l) Tao—(l).--ao-(t) aao-(o() Ra()—(t+1)...aAo-(o()aO—(t+r+1)

ol la somme porte sur 0 € G441 €t sur @ € [t + 1,¢ + 7 + 1]. On effectue la méme corres-
pondance que ci-dessus, on obtient donc le terme général de d(T A R) lorsqu’on fait porter la
dérivation sur R multiplié par (-1)".

Exercices :

1. Par 'argument d’'unicité, on sait que si on change de base la formule (14) détermine 'ac-
tion de d dans la nouvelle base. (Ceci justifie a posteriori l'utilisation de lettres romaines
dans la démonstration de I'existence locale de d alors qu’on aurait da utiliser des lettres
grecques). Vérifiez-le directement.

2. Montrer que i(v)d + di(v) est une dérivation d’ordre o. Plus généralement si D et D’
sont deux dérivations d’ordre respectifs r et ', montrer que :

[D,D']=DD — (-1)""D'D

est une dérivation d’ordre r + r'.

Montrer que si deux dérivations d’ordre supérieur ou égal & —1 coincident sur les fonc-
tions et sur les 1-formes, alors elles coincident sur toutes les formes différentielles. Mon-
trer que si deux dérivations d’ordre positif coincident sur les fonctions et commutent
avec d alors elles sont égales.

3. On définit le produit extérieur de vecteurs comme celui des 1-formes. Montrer que

(W1 A= AwR(vr ALLvg) = Kl det(w (V).
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Solution du 3¢ exercice. — On a:

(W1 A AORayea = Y D@14y, - (Wiayg,
O’E@k

et ’analogue pour le k-vecteur :

@A Ap) %= Y T DT )T L (),
T€6k

donc:

ay...ag

(W1 A= AW A A V) (W1 A ANWRay (V1 A - A VE)

o, T
,10
= ) ED P01 (1)) - k(U tog i)
o,T

= K DT D01 ay) - - wilVor y)

O’EGk

= kldet((wi(vji<i, j<k-
2.5. Pull-back & push-forward

Soit @ une application ¢ de M — N. On rappelle qu'on a par dualité les deux applica-
tions:

N M~ TN - o
Tx(P.{ v o Tow) L) =v(f o @)

et:
* *
(Tx(p)>k : T(p(x)N Tx*M
w = d(p(x)f — Tcp(x)(p s w =dy(f o).

Nous allons montrer comment (T @)* s’étend aux formes différentielles en une application
@*. On définit I'action de @ * sur les 1-formes par :

P*(W)(X) = (TpyP) " (@ ().

Observons pour commencer que, si f est une fonction ¢ sur N, et w une 1-forme sur N
onaalors:

P*(fw)(x) = (L) [(f ) @N] = [ o ()T @) * [(w)(P ()]
par linéarité de I'application linéaire tangente. On pose donc:
P (NH=Ffcw
et]’on constate qu’on peut définir @ * w pour toute p-forme (p = 0, ...,n) par les relations :

" (TeR =@ *Tep*R, @*(T+R) =@ T+p*R

D EDTTEO (W01 g, - (WD agy (DD L () D
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En coordonnées locales (x1, ...,x,) sur N,siw = > w; dx! onaura p*w = Y we do!
ol @; estla i-éme application coordonnée de .

PROPOSITION 2.7. — Pour toute application €~ @ : M — N, le pull-back par ¢ (ou image
inverse, ou transposée)
* N TN — N\ T*M
est un homomorphisme d'algeébre.

On a en outre la relation

Yw e /\’[J T*N, dep*w=¢*dw.

Démonstration. — Par construction, @* est un homomorphisme entre les algébres tenso-
rielles sur N et M. Elle passe donc naturellement au quotient. Si w est une fonction, la seconde
propriété est la définition de @ ™*. Si w est la différentielle d’'une fonction f, toujours par cette
méme définition, on a *w = d(f o @), ce qui prouve que dp™*w = 0. Comme le calcul de
toute différentiation extérieure se rameéne au cas des fonctions et des différentielles de fonc-
tions par des opérations de I'algebre extérieure, la premiere propriété permet de conclure.

Lorsque @ estun difféomorphisme local (i.e. T, @ est bijective pour tout x) on peut définir le
push-forward (ou image directe) de la facon suivante : il existe un recouvrement (Uy,x € A) de
M par des ouverts suffisamment petits pour que @ soit un difféeomorphisme entre chacun de
ces ouverts et son image. On définit alors @4 : AP T*M — AP T*N par p,w = (q)ﬁ}a)* w
sur chaque ouvert Uy. Le fait que cette définition se recolle bien est évident puisque @ est un
difféomorphisme en restriction a chaque Uy, a fortiori sur les intersections, et que la définition
ci-dessus marche globalement pour un difféomorphisme.

2.6. Intégration sur les variétés

2.6.1. Orientation.

PROPOSITION 2.8. — Soit X une variété différentielle de dimension n ; les propriétés suivantes
sont équivalentes :

— Il existe sur X une n-forme différentielle globale qui ne s'annule nulle part.

— Il existe un atlas sur X tel que le jacobien de tout changement de carte J (@ g) soit > 0 sur
UO(B .

L'équivalence de ces deux propriétés est relativement évidente dés que I’on s’est convaincu
que le fibré A\ T* X est trivial sur les ouverts Uy et que les automorphismes de transition sont
précisément donnés par J(@g). Comme ce fibré est de rang 1, la premiere condition signifie
qu’il est trivial, tandis que la seconde permet de fabriquer une section qui ne s’annule nulle
part en recollant a partir de la fonction constante 1 dans Uy.

Lorsque X vérifie 'une des deux conditions équivalentes de la proposition 2.8, elle est dite
orientable.
Exemples :

1. Toute variété dont le fibré tangent est trivial est orientable : en particulier R”,T". Lorien-
tation canonique sur ces variétés est donnée par la forme volume dx!' A ... A dx".
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2. Bien que le fibré tangent a S”,CP” ne soit en général pas trivial, ces variétés sont orien-
tables.

3. Montrer cependant que I'atlas de S? défini par les projections stéréographiques ne pré-
serve pas |'orientation.

4. La bande de Mobius (Ex. 3,§ 1.17), les espaces projectifs réels de dimension paire RP? p
sont des exemples de variétés non orientables.

5. Nous verrons plus loin que toutes les variétés holomorphes sont orientables. Vérifier
qu’en conjuguant I'une des deux projections stéréographiques, on obtient un atlas ho-
lomorphe de S? qui I'identifie a CP.

Exercice. — Démontrer les affirmations ci-dessus.

Une variété orientée est un couple (X,dV) ou X est une variété de dimension pure et dV
une forme volume”.

2.6.2. Intégration.

Soit V' c R" un ouvert, muni de I'orientation canonique de R”. On définit I'intégrale d'une

n-forme sur V par la formule
/ fdx! /\.../\dan/ fda
v 14

ol dA est la mesure de Lebesgue sur V. Comme le produit extérieur est antisymétrique, une
orientation de R" équivaut a une convention de signe dans les intégrales (intervertir x; et
X dans la formule ci-dessus revient a changer f en — f). Avec cette convention, la formule
usuelle de changement de variable dans une intégrale de R” se lit :

Sip: V) — V, estun difféomorphisme, / w = / p*w. (16)
(V1) 1%

En effet, sip = (p1,...,pp)etw = fdx1 A ... A dx" on apar définition

(p*w: fo(pd(pl/\,,,/\d(pnz fo(p]((p)dxl/\.../\dxn.

Soit maintenant X une variété € orientée. Sur un ouvert U de carte pour X, on a une
application x de coordonnées locales vers un ouvert V de R”. On dit que x préserve I'orienta-
tion de X sila forme volume x,dV = @dx' A ... A dx" avec @ > 0. On définit alors £(x) le
coefficient d’orientation de x qui vaut 1 si x préserve I'orientation de X, —1 sinon. Si w est une
n-forme différentielle, on définit son intégrale sur U par la formule

/w=5(x)/x*w.
U v

Cette définition est indépendante de la carte choisie grace a la formule (16) et une vérifi-
cation immeédiate. En se restreignant a des atlas vérifiant '’hypothese de la proposition 2.8, on

7. En fait, deux formes volumes sont nécessairement identique a un facteur €* qui ne s’annule pas pres. On
forme alors deux classes d’équivalences de formes volumes sur les composantes connexes de X : une forme est
équivalente a une autre si le facteur est positif. Une orientation est le choix de 'une de ces deux classes. Il faut
entendre dV comme un représentant de I'une des classes.
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peut oublier le coefficient £(x). Dans le cas ol la variété X admet une partition de I'unité su-
bordonnée a un atlas® — en particulier lorsque X est compacte — on définit I'intégrale d'une

n-forme différentielle sur X par
w = XaW.
fee=3 ],

DEFINITION 2.9. — Soit f une fonction €~ sur une variété orientée (X,dV'). Lintégrale de
f sur X relativement a la forme volume dV est

/X fav.

2.6.2.1. Restriction. — Sii: X — Y estun plongementde X dans Y, et w est une (dim X)-
forme sur Y, 'application i est un difféomorphisme de X sur son image. On appelle restriction
de w a X la forme différentielle w x = i*w sur X et on notera souvent [, w = [, i*w. Par
convention, I'intégrale d’'une p-forme sur une variété de dimension différente de p est nulle.

2.6.2.2. Variétés abord. — Le tangent d'une variété a bord étant défini (et de rang constant)
y compris aux points du bord, on peut voir le fibré tangent & 0M comme un sous fibré (de co-
dimension 1) de la restriction a M de T M. La restriction d’'une p-forme sur M a oM est donc
définie comme aI’alinéa précédent. On a méme une description tres précise du fibré conormal
dans le cas ot M est un « ensemble de sous-niveau». Si M = { f < 0}, d f définit une section
non nulle de T M au voisinage du bord, dont le noyau en x € 0M est précisément 7,0 M. Donc
dy f estun générateur de I'orthogonal de 7,0M dans T, M : c’est un repére local du conormal.
Si (x1,...,%,_1) sont des coordonnées locales sur 9M, d f A dx' A ... A dx"! est une forme
volume sur un ouvert de M. On voit donc qu'une orientation sur M donne une orientation sur
0M dans ce cas — en fait ceci se voit algébriquement par le fait que le conormal étant trivial, la
suite exacte sur oM

0— T"OM — T*Myp — N*0M;p — 0

induit par passage au déterminant une identification \"~! T*dM ~ A" T* M. (En général on
pourra toujours choisir des coordonnées locales (x1, . . .,X,;) sur M dans lesquelles dx' A ... A
dx" soit la forme volume associée, M se représentera alors par x; < 0. Donc dx, A ... A dxy,
définit une forme volume sur oM, les choses se recollent car la notion d’intérieur oriente le
conormal, donc 0M est orientable.) Notez que cette convention donne I'orientation habituelle
sur le demi espace H"* mais son opposé sur {x; > 0}.

Exercices :

1. Le volume d'une variété est I'intégrale de la fonction 1. Montrer que le volume d'une
courbe paramétrée de R” est sa longueur (définie par I'abscisse curviligne).

2. Le disque épointé A* = {z € C : 0 < |z| < 1} est une sous-variété a bord de C. Montrer
que dz/z*> = (x* — y*) " 1(dx + idy) définit une 1-forme différentielle sur A*. Calculer sa
différentielle et les deux intégrales [, . dz/ 2, [, Ax d(dz/ z%).

8. i.e. il existe une famille de fonctions @* x« a support compact dans Uy telle que >, X« = 1 sur X. Nous
supposons depuis la page 5 que c’est toujours le cas.
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2.6.3. Formule de Stokes.

Nous sommes maintenant en position d’énoncer le théoréeme de Stokes qui, avec le lemme
de Poincaré est un des deux outils fondamentaux de 'analyse (réelle).

THEOREME 2.10 (de Stokes). — Soient M une variété orientée a bord €% de dimension n, et
w une (n — 1)-forme sur M a support compact. La formule suivante est vraie :

/ waM=/ dw.
oM M

Remarque. — Le support d'une section est défini dans la note 6, page 19. La formule ci-
dessus est donc vraie pour tout w si M est une variété compacte a bord, ou un domaine (ouvert
connexe) relativement compact a bord lisse d'une variété @*. Nous avons pris le parti dans ces
notes de ne pas nous préoccuper de questions de régularité, mais il doit étre clair que cette for-
mule serait par exemple toujours vraie pour un cube de R". Pour le voir, il suffit d’utiliser la
formule ci-dessus sur une suite de sous-variétés €~ a bord qui approximent le cube. Comme
les formes considérées sont intégrables, les différences de calcul provenant d'une petite modi-
fication du domaine d’intégration sont négligeables. L'intégrale d'une p-forme sur une variété
« @ par morceaux » comme le cube est simplement la somme des intégrales sur les morceaux
lisses sur lesquels elle est bien définie, le lieu des singularités étant de mesure nulle.

Démonstration. — Soit (Uy,®«) un atlas de M, et (x) une partition de I'unité subordon-
née au recouvrement de M par les Uy. Par linéarité de I'intégrale, il suffit de prouver

/ X(xwlaM:/ d(Xow)
oM M

pour tout «. On a sur Uy les coordonnées (x,...,x,) et 0M N Uy est donné par I'équation
x1 = 0.Dans ces coordonnéesonnote dV = dx'A...Adx", etwy = Poasx(Xaw) = Zi fidxl/\
c..Andx AL A dx™ Tlyadeuxcas.

e CasouUynNoM = @.0Oncalculedwy:

a . .
dwy = Z fl(—l)“ldxl Ao Adx"

ax;

de telle sorte que

dwy = / LD ax AL A dx”
/M “ lzzl: Uy 0x;

n

. of:

=> ! Uig N ndx"=0
= R? ax,'

par Fubini car chaque f; est a support compact dans R.

e Casou Uy N oM = . Lécriture précédente est toujours valide et on a par Fubini que

a .
/ idxl/\.../\dx"=05iiqf:1
H? axl
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d’'oul'on tire
0
/ dwy = N gl A ndx
M H” ax1

tandis que

/ wa:/ fidx* A ... A dx"
oM {x1=0}

car la forme dx;|(x,=o; est identiquement nulle. La formule est en conséquence démontrée
grace a Fubini et 'observation que

_ (% an
fl(o)—/_oo adxl-

2.6.3.1. Application. — Nous allons donner comme application des calculs faits jusque ici
le cas réel d'une formule qui devrait servir dans le cours de M. Derridj. On peut interpréter un
opérateur différentiel de degré 1 sur une variété Q comme un tenseur :

qui lui-méme peut étre vu comme un endomorphisme du fibré cotangent. On appelle cet en-
domorphisme le symbole de L (noté o (L)).

On suppose que Q = {r < 0} est un domaine relativement compact de R” a bord ¢, de
telle sorte que le fibré tangent est trivial. On a un produit scalaire ponctuel entre les p-formes
donné par

< F,G>=ZFIG1 si F=ZF1de,G=ZG1de
I 1 I

qui induit le produit scalaire L?
(F,G)o =/ <F,G> dx' An...ndx"
Q

Soit u une fonction sur Q, et v une 1-forme. Nous allons montrer la formule
Lu,v)g = (w,Lv)g + (0(L) - dr u,v)s0. (17)

Pour ce faire, nous allons montrer par un calcul en coordonnées locales qu'il existe une exten-
sion w dela (n — 1)-forme (o (L) - dr u,v)dVzq qui vérifie la formule

dw =< Lu,v > — < u,Lv > dVsgny surU

oi1 ‘L est 'adjoint « formel » de L, c’est-a-dire son adjoint pour la métrique L? sur les fonctions
a support compact. Ici 'Ly = >k a,{%{.

Sur un voisinage U d’un point du bord de Q, on peut choisir des coordonnées (xi, .. .,X;)
telles que r = x; (car dr # 0 aubord de Q). Posons w = Zj,k a,{uvkdxl AooAdXIAL L AdX"
Alors

Weany = Z aruvi dx® A ... A dx" = (o(L) - dr u,v)dViany
k
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et
i ou ov;
_ j J 1
dw = ]Ek ak(—axj v + u—axk)dx A...Adx™ surU

donc
/ dw = Luv)y — (wLv)y.
U

D’apres la formule de Stokes nous aboutissons a
Luv)y = WLv)y + (o(L) - dr u,v)ey

sur un ouvert admettant de telles coordonnées. Pour conclure, il suffit de remarquer que le cal-
cul de I'intégrale sur U ne dépend pas des coordonnées locales, puis de se convaincre qu'une
intégrale sur Q n’est rien d’autre qu'une somme d’intégrales sur un pavage ® de Q subordonné
aun atlas de Q et que les termes de bord « intérieurs » s’annulent deux a deux.

2.6.4. Lemme de Poincaré.

DEFINITION 2.11. — Une p-forme différentielle est dite exacte si elle est la différentielle exté-
rieure d'une (p — 1)-forme différentielle. On appelle parfois les formes exactes des bords, voire
des cobords.

Une p-forme différentielle est dite fermée si sa différentielle extérieure est nulle. On appelle
souvent les formes fermées des cycles ou des cocycles.

La relation fondamentale d> = 0 revient a dire qu'une forme exacte est toujours fermée.
Le probleme de savoir si réciproquement une forme fermée est nécessairement exacte a fait
couler beaucoup d’encre. Quoi qu’il en soit, on a toujours une réponse locale satisfaisante. On
appelle opérateur d’homotopie A (de degré —1) pour d un opérateur linéaire agissant sur les
formes différentielles et vérifiant la formule

Vo e N’ T*X, w = d(Aw) + A(dw). (18)

Dans le cas oll un tel opérateur existe, le probleme envisagé a une solution trés satisfai-
sante, puisque, si w est fermée, 1'égalité (18) implique immédiatement qu’elle est exacte, mais
en outre 'opérateur A donne directement une « primitive » de w : lorsque I'on connait expli-
citement cet opérateur, on peut par exemple controler précisément la régularité des solutions.

THEOREME 2.12 (Lemme de Poincaré). — Si U est un ouvert étoilé de R", il existe un opéra-
teur d’homotopie A pour la différentiation extérieure d agissant sur les p-formes différentielles
€ surU pourp > 1.

Remarque. — Si p = 0, le probléme ne peut se poser de la méme facon. En effet, une
forme fermée de degré o est une fonction de différentielle nulle, donc localement constante, et
les cycles en degré o n’existent pas (on convient en général qu'’ils sont nuls). Une fois le théo-
réeme 2.12 connu, son énoncé se transporte par pull-back a tout ouvert qui lui est difféomorphe,

9. En faisant usage de la remarque du § 2.6.3, un tel pavage peut étre un simple découpage selon des cubes de
R™.
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ce qui donne I'énoncé apparemment plus général suivant: Si U est un ouvert contractile d'une
variété M sans bord, il existe un opérateur d’homotopie pour la différentiation extérieure agis-
sant sur les p-formes différentielles € sur U pour p > 1.

Démonstration. — On suppose sans perte de généralité U étoilé autour de 0 € R". Alors
on peut définir 'application @~ (qui a a voir avec une rétraction de U sur le point 0, d’ou la
terminologie)

h:0,1[xU - R
(t,x) —~ [X.

Notons w = ZI I=p WI dx! une p-forme différentielle ¢ sur U (avec p > 1), alors il existe
une décomposition h*w = w1 + dt A wq ot les w; ne sont pas divisibles par dr. On définit
I'opérateur A par

1
A(w)=/ wo dt. (19)
0

Cette intégrale est a prendre au sens de I'intégration des fonctions sur R a valeurs vectorielles :
on intégre chaque fonction coordonnée wé par rapport a ¢. Il est immédiat que A(w) est une
(p — )-forme € sur U, que 'on peut considérer comme la moyenne de w sur le segment
[0,x] c U.Pour une p-forme & = >, £rdx! sur10,1[xU qui n'est pas divisible par d¢ nous

prendrons la notation d€ = d'€ + dt A % qui est la factorisation par rapport a dt de d&

comme précédemment. On a g—f => %dxl et d’ est une différentiation partielle qui se
calcule comme si ¢ était constant. Avec ces notations,

4 a 4
R*(dw) = dh*w = dw, — dt A dwy = d w; + dt A (% — d'wo)
ce qui implique

1 1
0 ,
Adwy= | X ar — | (d wy) dt.
ot
0 0

1
0
/wld[:w
o Ot

1
/ (d' wy)dt =d / wo dt = A(w)
0

Comme w; = >, tPw;dx!,

mais on a aussi
1
0
ce qui conclut I'argument.
Exercice. — Exprimer les calculs de cette section en coordonnées, et en déduire une preuve

élémentaire du lemme de Poincaré qui ne fasse intervenir que des calculs d’'intégrales et de
dérivations partielles de R".

2.6.5. Notion de cohomologie.

Le lemme de Poincaré peut étre vu comme un théoreme d’annulation de la cohomologie
du complexe de de Rham sur un ouvert contractile en degré > 1. J’explique ici brievement
cette interprétation qui sera développée plus abondamment dans d’autres cours.
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Un complexe™® d’espaces vectoriels est une une suite d’applications linéaires

Elﬁ’EZ"'ﬁ’Elﬁl x)
telle que I'image de 'une est toujours contenue dans le noyau de la suivante ( f o fi—1 = 0).
On peut donc prendre le quotient de 'un par I'autre, qui mesure la « distance » qu’il y a entre
les deux conditions linéaires « étre dans le noyau de f} » et « étre dans I'image de f;_; ». On
appelle ce quotient le groupe™ de cohomologie du complexe (x) en degré k. Un complexe est
dit exact si sa cohomologie est nulle.

Sur une variété réelle M de dimension n, le fait que d*> = 0 nous permet de définir le com-
plexe de de Rham
00 d 0 d d 00 d
0Oo—@€¢ M) - M) — - — € M —0 (20)
dont la cohomologie s’appelle cohomologie de de Rham. Nous avons montré au § précédent

que, si U est une variété difféomorphe a un ouvert contractile de R”, les groupes de de Rham
HP(U,R) sont nuls pour tout p > 1;et H°(U,R) = R.

Ceci détermine complétement la cohomologie locale des variétés sans bord, qui ne dépend
en fait pas de la géométrie de la variété car elle se ramene toujours a un probléeme local sur R”.
Mais le complexe 20 est défini globalement sur M, il existe donc des groupes de cohomologie
globaux HP(M,R) qui sont des invariants de la structure différentielle* de M.

Exemples :
1. Si M estune variété @>, HY (M,R) est un espace vectoriel dont la dimension (finie) vaut
le nombre de composantes connexes de M.
2. Si M est orientable sans bord de dimension n, H"(M,R) ~ R. Ceci est une conséquence
de la formule de Stokes qui implique dans ce cas que l'intégrale d'une forme exacte est
nulle.

Exercices :

1. L'exemple le plus simple de calcul de cohomologie de de Rham est donné par le tore
T™. En travaillant dans un domaine fondamental, avec les formules explicites du § 2.6.4,
montrer que la cohomologie en degré p s’identifie avec 1'espace des formes différen-
tielles de degré p invariantes sur T" par le groupe des translations. Ces derniéres s’iden-
tifiant 2 un élément de \” R”, montrer que dim HP(T",R) = C/, pour tout p,n.

2. Montrer en revanche que la cohomologie en degré + 0,7 ne distingue pas R” de S™.

Pour approfondir cette théorie, la référence la plus accessible est certainement [dR55].

10. On trouvera peut-étre qu’il y a trop de co- dans cette théorie, c’est qu’elle est (en général) duale de la théorie
plus ancienne de 'homologie des simplexes. Par exemple, dans une variété, une sous-variété sans bord est un cycle
(de facon imagée: s’il n’y a pas de bord, c’est que la sous-variété se referme sur elle -méme) tandis que le bord
d’une sous-variété sera un bord. Lhomologie mesure I'obstruction qu’il y a pour un cycle a étre un bord tandis que
la cohomologie compare les cocycles et les cobords...

1. Il s’agit d’'un espace vectoriel dans ce cas, c’est encore pour des raisons historiques que I'on se contente de la
structure de groupe (additif) dans la terminologie.

12. En fait topologique, mais ce serait plus long a justifier...
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3. Structures complexes

Les outils fondamentaux de I'analyse, y compris complexe — en particulier I'intégration,
les formes différentielles — sont par nature des objets réels. Cependant, I'étude des fonctions
holomorphes de plusieurs variables, ou des structures CR ne se limite pas a cet arriére-plan
qu’il ne faut pourtant pas oublier. Je vais m’efforcer de préciser ce qui a été fait jusque ici dans
le cas général, du point de vue des structures analytiques complexes.

3.1. Structures presque complexes sur une variété ¢*, bidegré

Sur une variété réelle M de dimension paire 27, on peut évidemment identifier ponctuel-
lement T,M =~ C". Cette identification est bien définie globalement si la variété M est ho-
lomorphe car T, M est 'image de I'application linéaire tangente d'une paramétrisation locale
holomorphe donc a tangente C-linéaire.

DEFINITION 3.1. — Une structure presque complexe sur une variété M de dimension 2n est
une section J du fibré des endomorphismes de T M qui vérifie ] o J = — Id 7.

Si on se donne une structure presque complexe sur M, un grand nombre d’objets essentiels
ala géométrie complexe peuvent étre définis.

3.1.0.1. Tangent complexe, ( p,q)-formes. — Le dual deI’espace des différentielles de fonc-
tions a valeurs complexes sur M (au sens de la remarque du § 1.2.2) est le complexifié © de
son fibré tangent réel (de rang — complexe — 2n). L'action de J s’étend naturellement a © et,
comme J?> = —Idg, J; a en chaque point x 2 espaces propres (de valeur propre resp. i et —i)
d’égale dimension (car la trace est réelle) complexe n que I'on va noter temporairement T M
et Tc M. Le premier est le tangent complexe de M, lorsqu'il sera clair que nous parlons d’une
variété holomorphe, nous omettrons 'indice C ; le second est son conjugué. On a donc une
décomposition en somme directe de fibrés vectoriels complexes

oM ®g C= TeM & Tc M

(les espaces propres d'un endomorphisme de fibré sont des sous-fibrés en vertu de la propo-
sition 1.20). Par linéarité, I'action de J est définie a tous les tenseurs. Une k-forme a valeurs
complexes est un élément du complexifié de

Nrim= @ N Eme N TFMm. (21)
p+tq=k

Le bidegré3 d’'une forme différentielle a valeurs complexes sur M est le couple (p,q) corres-
pondant au scindage ci-dessus. Pour éviter toute confusion, k est dit degré total.

3.1.0.2. Intégrabilité d’une structure complexe. — A cause du scindage (21) en degré to-
tal,siw € T*M, dw = w0 T w1yt Wez2) 0l Wy, estlacomposante de bidegré (p,q)
de dw. On en déduit que la différentielle d'une (p,q)-forme a au plus 4 composantes de bi-
degré (p — 1,q +2), (p,qg + 1), (p + 1,q) ou (p + 2,q). Nous allons voir au § suivant que les

13. Qu’on appelle aussi parfois type, ce que j'éviterai ici a cause de la définition conflictuelle donnée pour les
tenseurs au § 1.3.2.
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deux bidegrés extrémes sont nuls si M est une variété holomorphe. Un théoreme de Newlan-
der et Nirenberg affirme que cette condition est suffisante, a savoir qu'une structure presque
complexe provient d'une structure complexe si et seulement si la différentiation extérieure ne
diminue pas le degré partiel.

3.1.0.3. Le cas des variétés holomorphes. — Si la variété M est holomorphe, elle est lo-
calement paramétrée par des applications @, et le fibré tangent est donné par les automor-
phismes de transition Txg = d@«g qui sont des applications C-linéaires de C" dans C" (parce
que @ g est holomorphe : nous pouvons prendre ceci pour définition). Par conséquent, la mul-
tiplication par i commute avec Tg, ce qui montre qu’elle définit bien une structure presque
complexe naturelle. On identifie C"* et R?" par I'application

(zl) e ;Z}’l) = (xl,J/I, e ;xn»J/n)

ouz;=x;+iyj Les(x1,)1,...,XpYn) forment donc un systeme de coordonnées locales pour
la variété M munie de sa structure réelle sous-jacente. Ceci nous donne un champ de reperes
sur le tangent a M : les %,% qui définissent donc une base de © dans laquelle ’action de J
est décrite par

0 0 0 0
ag oy ey o
ce qui revient a dire que les champs de vecteurs % = % (% -1 %j) forment une base de T M
tandis que leurs conjugués % =3 (% +i %) forment une base de T M. La différentielle de

I'application de coordonnées locales s’écrit
(dzy,...,dzy) = (dxy,idyy, ..., dx,,idyy).

Comme elle est C-linéaire, chaque 1-forme dz; = dx; + idy; commute avec J, donc est
de bidegré (1,0): ona’J - dzj = d(izj) = idzj tandis que dz; est de bidegré (0,1) car
'] . dz j = —idz;. Lespace tangent holomorphe a M est donc localement engendré par les
différentielles (a valeurs complexes) des fonctions holomorphes sur M tandis que les fonctions
antiholomorphes (leurs conjuguées) engendrent T M.

3.1.0.4. Les variétés holomorphes sont orientables. — Terminons ce survol rapide de la
géométrie complexe par une propriété fondamentale des variétés holomorphes, qui est une
conséquence immeédiate du

LEMME 3.2. — Soit [ : Vi — Vs une application holomorphe d'un ouvert de C" vers un
ouvert de C". Notons Ji ( f)le jacobien usuel de f vue comme application différentiable sur un
ouvert de R*n et Jc(f) = det(0 fj/0zx) son analogue complexe (i.e. le déterminant de l'appli-
cation C-linéaire tangente a f, définie sur le tangent complexe de V1 ). Alors

Je(f) = Uc(HI?

Démonstration. — Tout d’abord, %dz i dz i= dx in dy j- Ensuite,

dxl/\dylA...Adxn/\cly,?:(é)”(—l)nnf1 dz' A ... .AdZ" ANdZP A ... A dZ

n

2
=1
i _ _
Z—HdzlA.../\dz”/\dzl/\.../\dz”.
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Maintenant,
frdxy ndyy Ao Adxg A dyn) = Tr(f)dxy Adyy A ... A dxp A dyp
tandis que
A dz" Ao ad2™y = g (f)d AL AdZ"

d’ou
2
f*dx; A dy /\.../\dxn/\dyn)=lz—nf*(dzl/\.../\alz”/\dZ1 A...AdZ™)
__”
=]<c(f)](c(f)2—ndz1 AooAdZPAdZE A LA dZ"
= Jc(OIPdxy Adyr A ... Adxy A dyn,

ce qui prouve qu’'une application biholomorphe a toujours un jacobien réel > 0, donc que les
changements de cartes holomorphes préservent toujours I'orientation.

3.2. Opérateur 0

Désormais, toutes les variétés seront holomorphes, munies de leur structures presque com-
plexe canonique. Reprenons dans ce contexte les calculs ot nous les avions laissés a I’ali-
néa 3.1.0.2. La différentielle d'une fonction a valeurs complexes est une 1-forme, donc se dé-
compose en une somme de deux 1-formes de bidegré pur:

df=d f+d'f. (22)

De plus, f est holomorphe si et seulement si sa différentielle est une section du fibré T M (car
la différentielle est C-linéaire si et seulement si elle commute avec J) donc f est holomorphe
si et seulementsid”’ f = 0.

Comme le cotangent holomorphe est engendré localement par les différentielles de fonc-
. as - I -
tions holomorphes, une (p,q)-forme s’écrit localement w = Z‘ 1=p,J1=qg W17 AZ" A dz’ et par
conséquent le calcul de sa différentielle se rameéne a celui-la

d . 2 .
d(w; dz' A dZ)) = ZJ: 5, dz! n dz' A dZ +Zj: 5w dz! a dz' A d7.

Il existe donc un unique opérateur d’ (resp. d’’) de bidegré (1,0) (resp. (0,1) ) telqued = d'+d"’
sur toutes les p-formes a valeurs complexes sur M.

DEFINITION 3.3. — On appelle* 3 lopérateur d'’ défini ci-dessus. On note par analogie 0
lopérateur d” défini ci-dessus™

3.2.0.5. Propriétés. — Nous listons ci-dessous les propriétés utiles de 0 et 0.

14. Se prononce comme c¢a s écrit.
15. Attention, il ne s’agit pas d’opérateurs de dérivation partielles mais de différentiation extérieure.
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1. — La transposition par une application holomorphe préserve le bidegré. En effet, si f :
m — N est holomorphe, et w une (p,qg)-forme, on a en coordonnées locales

Fro=Ywyofdff ndf’
L
qui est également de bidegré (p,q) car les d f; sont de bidegré (1,0). En conséquence, si f est
holomorphe, on a les commutations suivantes :

ffow=0f*w; ffow=0f"w
qui se déduisent de la formule 2.7 en séparant les bidegrés (p + 1,g) et (p,q + 1).

2. — 0 et d anticommutent, et sont de carré nul, ce qui se voit encore en cassant en bidegrés
purs la formule d? = 0. Comme se vérifie la derniére propriété :

3. — 0 et 0 sont des antidérivations de degré 1.

Si E est un fibré vectoriel holomorphe au dessus d'une variété analytique complexe M, une
(p,q)-forme a valeurs dans E est une section ¢ du fibré A9 T*M & E. Notez que ce fibré
n'est pas holomorphe si ¢ > 0. On notera €, ,(M,E) I'espace de ces (p,g)-formes. Lespace
des p-formes holomorphes a valeurs dans E est donné par les sections holomorphes du fibré
(holomorphe) A\P* T*M ® E= NP TFM ® E.

PROPOSITION 3.4. — S0itE — M un fibré vectoriel holomorphe de rangr, il existe un unique
opérateur (noté 0) qui coincide dans les trivialisations locales avec l'opérateur 0 de la défini-
tion 3.3.

Démonstration. — Soit (s, ...,Sy) unrepere local de E, et (23, . . . ,z,) des coordonnées lo-
cales sur la base. Une (p,q)-forme sur M a valeurs dans E a pour expression en coordonnées
locales

w = Zw{,’] dz' nd7 e s,
L]v
ot les coefficients ) w!/s, sont des sections locales de E. Lopérateur défini par 9 dans une
trivialisation @ 4 de E est déterminé par

= L]\ — dwy)
B(Z wy’sy) = Z?dz ® Sy
v

Z
v,l !

donc par son calcul sur les sections (¢ ) de E.

Si Uy, Up sont deux ouverts de trivialisations de E, sur lesquels on a les reperes (s{, ...,s5)
et (slﬁ, .. ,sf), et o est une section de E définie sur Uyg avec o = Z(,:l oNsy = ZL:l O'gsﬁ, la

relation de compatibilité (8) s’écrit en coordonnées:
u— uv v
I = Z Tpa%«
v

avec Tgy = Zv,u Tg;Sﬁ ® (s$)*. Le fibré E étant holomorphe, ses automorphismes de tran-
sition sont holomorphes, donc les coefficients Tg; : Uyg — C sont des applications holo-
morphes, ce qui signifie que
otHY
L2 =g
aZl
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pour tout /. Donc

50;;1 _ uv 00y _ <BU&’>
- = Tﬁle =T - |-
0z; > 0z; 0z

Ceci signifie que les 0s/0z; sont bien définies en tant que sections de E, donc que ds =
>, 0s/9z; ® dz se recolle comme prévu.

Remarque. — Iln’y a pas de résultat analogue pour I'opérateur 0 caronn’a pas 0tg« = 0, de
meéme qu'iln'y a pas d'opérateur d canonique sur les fibrés vectoriels réels. Le probléme revient
a se donner une connexion, ce qui est équivalent a fixer une métrique sur les fibres. On sort
alors du strict calcul différentiel pour entrer dans la géométrie riemannienne ou hermitienne.
Dans ce contexte, une connexion réelle se décomposera en une composante antiholomorphe
déterminée par la structure complexe () et une composante de type d non canonique.

3.3. Lemme de Dolbeault-Grothendieck

Le lemme de Dolbeault-Grothendieck joue en analyse complexe le méme role que le lemme
de Poincaré en analyse réelle. ]'’en donne ici une démonstration simple qui n’est pas la plus soi-
gneuse du point de vue de la régularité, mais qui est assez proche de la démonstration originale.
Pour R = (Ry,...,Ry) € R}, onnote D(O,R) = {|z1] < Ry;...;lznl < Ry} C C'"un polydisque.

THEOREME 3.5. — Soitq > 1. Siw € ?""q(D(O R)) est une (p,q)-forme €% sur un poly-
disque d-fermée, alors il existe ' € € q 1(D(0,R)) telle que w' = w.

Démonstration. — Nous commencons par un lemme élémentaire.

LEMME 3.6. — Soient K,L,L" des compacts de (resp.) C,C"R™. On pose S = K X L X L et
on note (z,t,w) un point de S. Si g est une fonction €~ sur un voisinage de S a valeurs dans
C, holomorphe par rapport a w (a z,t fixés), il existe une fonction f € sur un voisinage de S,
holomorphe par rapport a w, telle que

of _
0z

au voisinage de S.

Démonstration. — Quitte a multiplier g par une fonction plateau (égale a 1 sur S, a support
compact dans C x C" x R™), on peut supposer que g est a support compact. On pose

_/ g(th)dA(O

:_/ g(C Z’“”t)d;\(;)
T Jc C

f(zw,t)
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ol dA note la mesure de Lebesgue de C. Par dérivation sous I'intégrale, et en remarquant que
dA(Q)dV; = 5dC A dC,ona

0 1 1
f(z,w,t)‘/ g(z+th) dc A dt
0z Coz
1 10
= lim —— ~ %8 2+ Cw,t)dT A dT
£—0 2ITT 4P C&C
1
=11m7 dr(= (Z+C,w,[) dC
-0 2ITT 4B C(Cg )
1
=lim — / —g(z + C,w,t) dC parle théoréme de Stokes
e—0 211 IC|=¢ C
1
= g(z,w,t) car gestcontinueen zet — Z ac =1.
ICl=¢

Le cceur de la démonstration est donné par ce second

LEMME 3.7. — Soitq > 1.Si Ky, ... ,K;, sont des compacts de C. Si w est une (p,q)-forme €
sur un voisinage de S = Ky X - - - X Ky, telle que dw = 0 alors il existe une (p,q — 1)-forme €%
sur un voisinage de S w'’ telle que dw’ = w au voisinage de S.

Démonstration. — On pose Mkp "1 Tespace des (p,q)-formes (* sur un voisinage de S)
qui s’écrivent w = Z” wudzI Adz’ avec J C {1,...,k}. Nous allons démontrer le lemme 3.7

pour les formes de ,;zfékp "I par récurrence sur k. Pour k = 0 w = 0:il n’y a rien a vérifier. Suppo-

sons le le lemme vérifié par les éléments de ;zip ! et soit w un élément de ,,efk’i? On peut écrire

w = dEkﬂ A w1+ wy oll wi,wy € ,dpq d’ou ow = —dZps A Owq + awg On introduit la

notation az =2 aau;” dz! A dz’ de telle sorte que dw = >, dz; A a* En comparant les
termes qui sont divisibles par dz; pour I > k + 1, on voit que dw = 0 implique qu’ils sont nuls,

ie. a* I = 0pour! > k+1et j =1,2. Par conséquent, les w;; sont holomorphes par rapport
aux coordonnees (Zk+2, - - - ,2n). Le lemme 3.6 entraine I'existence d'une (p,q — 1)-forme x €%
au voisinage de S, dont les coefficients sont holomorphes par rapport au z; pour > k+ 1 et
telle que = w;. Mais alors

= 0
ax=Zd2j/\Tw
J

=dzp+ Aw1+2dz]
j<k

ox
0Zk+1

dw

0z’

On en déduit que w — dx € 4 "1, Comme 3(w — dx) = dw = 0, 'hypothese de récurrence
s'applique : il existe une forme y telle que w — dx = oy donc

w = 3(x + ).

Démonstration du théoreme 3.5. — On pose D = D(0,R) et D, = D(0,R(1 — Z’k’l)) pour
k > 0. Commele fibré \” T*C" estle fibré holomorphe trivial, on peut raisonner sur les (0,g)-
formes w; = Z‘ Ji=qg WILJ dz; puisque le 0 agit séparément sur chacune de ces composantes.
On fait a nouveau une récurrence : sur q.
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e Cas g = 1. Par la théorie des paires de Runge, les fonctions holomorphes sur D;. sont
limites uniformes sur tout compact de Dy de fonctions holomorphes sur D. Si w € € (D)
vérifie dw = 0, il existe pour tout k une fonction f; € @ (Dy) telle que

0 fr = w sur Dy

d’apres le lemme 3.6. Comme 0( fi+1 — fx) = Osur D, fi+1 — fi est une fonction holomorphe
sur Dg. Il existe par conséquent une fonction g; holomorphe sur D vérifiant

1
| fev1 — fio — &l < 275UIDk—1-

Onpose fr = fr—8 — - - - — 8k_1. Lasuite fi est uniformément de Cauchy sur tout compact
de D, elle converge donc vers une fonction @ w’ sur D. On a bien 0w’ = 0 fi = w sur Dy car
fx+1 — fx estune fonction holomorphe sur D; pour tout k.

e (Casg =>2.5Si dw =0surD,ona toujours par le lemme 3.7 une suite de (0,q — 1)-formes
wy sur Dy telles que dwy = w sur Di. Comme g — 1 > 1, on peut appliquer 'hypothése de
récurrence a W+ — Wy : il existe donc une (0, —2)-forme xj sur Dy, telle que X = W g+1 — Wi
sur Dy. Il ne reste plus qu’a poser

o = Wy sur Dy
W —éxk,l — —5)(0 sur Dy.

En effet, il est évident que dw’ = w sur Dy pour tout k donc sur D. D’autre part, cette définition
est cohérente car (Wp+1 —OXx — - - —0X0) — (W —OXj—1— " - —0X0) = Wi+ — Wi —0Xr =0
sur Dy.

3.4. Cohomologie de Dolbeault

Soit M une variété holomorphe de dimension 7, et E . M un fibré vectoriel holomorphe
de rang r au dessus de M. En vertu de la proposition précédente 3.4, il existe un opérateur d
agissant sur les (p,q)-formes €¢* avaleurs dans E tel que 7 =o. Ceci, avec les considérations
du § 2.6.5, nous ameéne a définir pour chaque p le complexe de Dolbeault associé a un fibré E :
0o 7 ] 7 9
0 — €, ,(M,E) — €¢,,(M,E) — --- — €,,(M,E) — 0 (23)
dontla cohomologie est dite cohomologie de Dolbeault. Les groupes de cohomologie en degré g

du complexe (23) sont notés H”9(M,E) et peuvent aussi s'interpréter comme la cohomologie
HI(M,Q 1’?4 ® E) du faisceau analytique cohérent des p-formes holomorphes a valeurs dans E.

Si U est un ouvert d'une variété analytique complexe biholomorphe a un polydisque, le
lemme de Dolbeault-Grothendieck affirme donc que les groupes HP9(U,E) sont nuls pour
q> 1.

Exercices :

1. Le tangent au tore complexe de dimension 7z est (holomorphiquement) trivial (i.e. il
existe n champs de vecteurs § j € TcM,j =1,...,nlinéairement indépendants en tout
point).
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2. Déterminer toutes les sections globales de T* CP! (toutes les 1-formes différentielles glo-
bales. En déduire que T*CP! n’est pas holomorphiquement trivial, mais qu’il est globa-
lement engendré (il existe en chaque point de CP! une section globale de T*CP! non
nulle).

3. On définit le fibré en droites tautologique ¢(—1) sur CP" ensemblistement comme le
sous-fibré du fibré trivial C’**! dont la fibre au-dessus d’un point de CP" est précisément
la droite de C"**! représentée par ce point. On note ¢(1) le fibré dual, puis ¢(k) la k-eme
puissance tensorielle de (1) pour k > 0, la |k|-éme puissance tensorielle de ¢(—1)
pour k < 0. Montrer que les sections globales de ¢(k) sur CP” s'identifient naturelle-
ment aux polyndmes homogenes de degré k en les variables homogeénes sur CP". En
déduire que ¢(k) n’a aucune section globale si k < 0.
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